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Vorwort.

»80 80Ul ich denn mit saurem Schweiss
Euch lehren, was ich selbst nicht weiss.

Dieses Wort Faust’s ist wohl Niemandem so sehr aus
der Seele gesprochen wie dem, der iiber die wahre Natur der
Elektricitat vortragen will. Moge man daher dies bischen
Poesie als Einleitung zu trockenen Formeln nicht mit allzu
schelen Augen ansehen.

Gauss soll einmal einem Freunde auf die Frage nach
den Fortschritten einer dringenden Arbeit geantwortet haben:
,,Alle Formeln und Resultate sind fertig, nur den Weg
muss ich noch finden, auf dem ich dazu gelangen werde.*
Ich glaube nicht, dass Gauss dies gesagt hat, er war
nicht so aufrichtig; gedacht hat er es gewiss oft. Anders
Maxwell; er schildert uns genau, zu welchem Zwecke er
die sechseckigen Aetherzellen, die in den Zellwinden be-
weglichen Friktionsrollen und alle anderen Embleme seiner
ersten Theorie, die er einmal selbst somewhat awkward nennt,
erfand; er erzihlt, welche ihm die meiste Mithe machten
und wie er damit zu den Formeln gelangte, deren Gewalt
Hertz in seinem Heidelberger Vortrage so gut charakte-
risirt. Spiter gab er wohl eine einfachere Begriindung
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vi Vorwort.

mehr dieses unsere vollige Unbekanntschaft mit der Natur
der Elektricitatsbewegung postulirende Biichlein liest. Mogen
dann immerhin Andere die Friichte unseres Strebens ernsten,
aber von den Theorien und Experimenten, zu deren Aus-
einandersetzung ich jetzt schreiten will, mdgen sie dann
sagen: ,e8 ging ein Friihling auf in jenen Tagen!

Miinchen, im Mirz 1891.

Ludwig Boltzmann.
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Erste Vorlesung.
Einleitung; Lagrange’s Bewegungsgleichungen.

1. Die tagliche Erfahrung lehrt, dass wir den Bewegungs- Fernwirkang
zustand eines Koérpers nicht beemﬁussen konnen, wenn wir Medium?
denselben nicht entweder direkt berithren, oder uns wenig-
stens durch eine, die Einwirkung iibertravgende Briicke (ein
Zwischenmedium) in Gestalt eines Fadens, einer Stange
oder selbst nur des Hauches unseres Mundes mit ihm in
Verbindung setzen. Als man daher zuerst Magnetpole und
spiter elektrisirte Korper aus gewissen Entfernungen auf
einander wirken sah, konnte man sich dies nicht anders
denken, als dass die Wirkung durch ein Zwischenglied,
etwa eine feine, von den Kérpern ausstromende Fliissigkeit,
iibertragen werde.?)

2. Es ist bekannt, auf wie hartnickigen Widerspruch
Newton bei Aufstellung seines Gravitationsgesetzes stiess.  Newton.
Newton selbst neigte der Ansicht zu, dass die Fernwir-
kung zwischen den Himmelskérpern durch ein Medium {iber-
tragen werde; allein er unterliess es, uns irgend etwas
Nzheres von seiner Ansicht iiber die Beschaffenheit dieses
Mediums mitzutheilen, treu seinem Grundsatze: hypotheses
non fingo.

3. Erst spiter vergass man hierauf und schrieb wohl
gar den Namen Newton’s auf das Banner der Theorie der un-
vermittelten Fernwirkung. Dies kam so: die Fernwirkungs-
theorie errang Triumph auf Triumph; nebenbei wurden zwar
bestindig Hypothesen iiber die Natur eines etwa sie ver-
mittelnden Mediums aufgestellt; allein diese hatten keinen

1) Gilbert, Demagnete ete. London 1600, liber II. cap. III u. IV.

Boltzmann, Vorlesungen. 1
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2 Erste Vorlesung. [4—6.

nennenswerthen Erfolg. Selbst Goethe interessirte sich
fir die Frage (vgl. ein bekanntes Gedicht von ihm). Da
gelangten die namhaftesten Forscher endlich zu der An-
sicht, das Medium sei wohl iiberhaupt iiberfliissig und die
Wirkung erfolge direkt ohne alle Vermittelung in die Ferne.

4. Da die Gesetze der magnetischen und elektrischen
Erscheinungen ganz denselben Grundtypus zeigen wie das
Gravitationsgesetz, so war es selbstverstiindlich, dass man
auch diese Erscheinungen einer direkten Fernwirkung zu-
schrieb, ja Navier, Poisson, Cauchy und viele Andere
versuchten auch die Molekularkriifte nach demselben Schema
zu erkliren; nur setzten sie hierbei an die Stelle der Newton’-
schen Funktion der Entfernung, da diese hier doch nicht all-
gemein auszureichen schien, meist eine andere, gewshnlich
unbekannt gelassene Funktion der Entfernung.  Namentlich
in Deutschland und Frankreich basiren die meisten neueren
Abhandlungen und Lehrbiicher auf diesem Grundgedanken,
der durch Wilhelm Weber zur hichsten Vollendung
gebracht wurde. Am energischsten vertrat Zollner die
Ansicht, dass das von Weber modificirte Newton’sche Fern-
wirkungsgesetz der wahre Schliissel zur Erklirung der ge-
sammten Natur sei. Ja mehr oder minder haben wir alle
die Ideen von den direkt in die Ferne wirkenden magne-
tischen und elektrischen Fluiden gewissermassen mit der
Muttermilch eingesogen.

5. Da ging gerade von England, dem die eigentliche Ba-
sis der Fernwirkungslehre entstammte, auch wieder die Ge-
genstrémung aus. Faraday hatte sein ganzes Leben hin-
durch nie an eine unvermittelte Fernwirkung geglaubt; Sir
William Thomson entwickelte dessen Ideen weiter, bis Max-
well aus denselben eine Theorie der magnetischen und elek-
trischen Erscheinungen schuf, welche unbeschadet der grossen
Verdienste seiner Nachfolger doch wohl mit Recht fir im-
mer die Maxwell’sche Theorie genannt werden wird.

6. Es mag noch erwihnt werden, dass nicht lange nach
Maxwell auch Gauss, Riemann, Lorenz, Karl Neu-
mann und Edlund sich dessen Ideen niherten, indem sie
annahmen, dass die Fernwirkung Zeit zu ihrer Fortpflanzung



7—8.] Fernwirkung; Galvanismus als Ausgangspunkt. 3

brauche, was doch wohl nur erklirlich ist, wenn sie durch
ein Medium tibertragen wird. Allein da sie bloss diese
zur Fortpflanzung nothwendige Zeit, sonst aber das Medium
in keiner Weise berticksichtigten, so mussten nothwendig
ihre Theorien an innerer Consequenz hinter der Maxwell’s
weit zuriickbleiben. Auch Hankel’s mechanische Theorie
der Elektricitit ist noch zu erwihnen.

Die Theorie Maxwell’s ist den uns zur Gewohnheit
gewordenen Ideen so diametral entgegengesetzt, dass wir zu-
erst alle unsere bisherigen Anschauungen von dem Wesen
und der Wirksamkeit der elektrischen Krifte hinter uns
werfen miissen, ehe wir in ihre Pforten eintreten.

7. Um philosophische Spekulation und naturwissen-
schaftliches Denken nach allen Richtungen in der gebiih-
renden Weise auseinanderzuhalten, sei noch bemerkt, dass
aus den Erfolgen, welche die Maxwell’'sche Theorie in der
neuesten Zeit errungen hat, wieder umgekehrt in keiner
‘Weise ein Schluss gezogen werden kann, ob die Wirkung
je zweier benachbarter Molekille auch nur bei unmittelba-
rer Berithrung eintritt, oder ob es Krifte giebt, die in mo-
lekulare Distanzen fernewirken. Bloss die direkte Fern-
wirkung in Distanzen, die gross gegeniiber den Molekular-
entfernungen sind, wird fir magnetische und elektrische
Kriifte und daher wohl auch fiir die Gravitation unwahr-
scheinlich gemacht.

8. Schon lange bevor Galvani das erste Mal Zuckun-
gen eines Froschschenkels durch Elektricitit bemerkt hatte,
war eine grosse Zahl von Phinomenen aus dem Gebiete der
sogenannten Reibungselektricitit bekannt. Es erscheint uns
daher beim Entwurfe einer Theorie ebenfalls am natiirlichsten,
von der Reibungselektricitit auszugehen; aber es ist kaum zu
leugnen, dass dieser Grund doch ein mehr #usserlicher ist;
jedenfalls kann auch der Versuch unternommen werden, den
umgekehrten Weg einzuschlagen, wie es sogar schon bei
Experimental - Vorlesungen ither Elektricitit und Magnetis-
mus besonders fiir Elektrotechniker, denen die Reibungs-
elektricitdt ferner steht, versucht worden ist.

1'
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der Reibungs-
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9. Wir setzen also voraus, dass wir noch nicht die min-
deste Kenntniss irgend einer magnetischen oder elektrischen
Erscheinung haben, am allerwenigsten etwas von einem
elektrischen oder magnetischen Fluidum wissen, Da ma-
chen wir die Erfahrung, dass ein Metalldraht durch ver-
schiedenartige Ursachen in einen eigenthiimlichen auffallen-
den Zustand versetzt werden kann, welcher sich dadurch
sussert, dass im Drahte fortwihrende Wirmeproduktion
stattfindet, die sich bis zum Selbstleuchten desselben stei-
gern kann; dass er Eisenfeile festzuhalten, wenn er zer-
schnitten und beide Schnittflichen gleichzeitig mit unserem
Kéorper in Berithrung gebracht werden, die Nerven zu er-
regen vermag und vieles Andere. Wir sagen dann, in dem
Drahte fliesse ein elektrischer Strom; ein Ausdruck, der aber
selbstverstindlich rein bildlich zu nehmen ist, da wir nicht
im Mindesten an ein wirkliches Fortstromen von etwas Ma-
teriellem denken wollen.

10. Nur die eine Hypothese machen wir, dass irgend
eine Bewegung, iiber deren Natur wir uns aber jeder weite-
ren Aussage enthalten, die Ursache dieser eigenthiimlichen
Erscheinung sei. Diese Bewegung, von der wir voraus-
setzen, dass sie den allgemeinen Gleichungen der Mechanik
gehorcht, kann theilweise im Innern des stromfithrenden
Drahtes ihren Sitz haben, theilweise muss sie sich aber
auch auf das umgebende Medium (Aether, andere Korper)
erstrecken, weil sonst eine scheinbare, durch das Medium
iibertragene Fernwirkung nicht denkbar wire.

11, Wo in einem Systeme von Kérpern eine Bewegung
stattfindet, veriindert sich in der Regel die rdumliche Lage
oder auch sonst der Zustand dieser Korper fortwihrend.
Hier ist dies jedoch nicht der Fall oder braucht wenig-
stens nicht der Fall zu sein. Driahte konnen Stunden, ja
Tage lang von einem vollkommen unverinderlichen Strome
durchflossen werden; die Lage, der Temperaturzustand, der
Wirmefluss, der magnetische Zustand etwa in der Nihe
befindlicher Eisenmassen, kurz alles fiir unsere Sinne Con-
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statirbare bleibt dabei an jedem Punkte des Raumes voll-
kommen unverdndert.!)

Es muss also die Bewegung, die wir uns als Ursache
der beschriebenen Erscheinung denken, eine vollkommen
stationdire sein, dergestalt, dass jedesmal, sobald ein Theil-
chen seinen Ort verlisst, immer nach verschwindend kurzer
Zeit wieder ein genau gleich beschaffenes, mit derselben
Geschwindigkeit nach derselben Richtung bewegtes Theil-
chen an dessen Stelle tritt, so dass trotz der fortwihrenden
Bewegung an keinem Punkte des Raumes eine Verinderung
wahrnehmbar ist.

12. Eine solche Bewegung nennt Helmholtz eine
cyklische. Wenn alle in einem Systeme von Kérpern statt-
findenden Bewegungen cyklische sind, so nennt Helmholtz
ein solches System ein cyklisches, oder kurz ein Cykel.

Als Beispiele derartiger Systeme seien hier angefithrt:
Ein fester Rotationskorper, der mit constanter Geschwindig-
keit um seine Umdrehungsaxe rotirt; mehrere derartige Ro-
tationskorper, die durch Treibriemen gekoppelt sind; eine
Flussigkeit, welche stationir einen in sich zuriicklaufenden
Kanal durchstrémt.

13. Réader mit Speichen oder Zshnen entsprechen un-
serer Definition nicht vollkommen, kénnen aber doch als
,unechte Cykeln“ bezeichnet werden, insofern die Abwei-
chungen nur unwesentliche Dinge betreffen; ja selbst Ma-
schinen, bei denen wie beim Kolben der Dampfmaschine
hin- und hergehende, aber doch in kurzen Zeitriumen pe-
riodisch sich wiederholende Bewegungen vorkommen, diirften
kaum ein von den Cykeln wesentlich abweichendes Ver-
halten zeigen.

Es wird daher wohl auch die noch wenig behandelte

1) Dort, wo die Entstehungsursache ihren Sitz hat, miissen frei-
lich (mit Ausnahme der Molekularstréme in permanenten Magneten)
Veriinderungen vor sich gehen; allein diese kénnen so weit entfernt
sein, dass sie auf den betrachteten Theil des Feldes keinen anderen
Einfluss haben, als dass sie den Strom treiben; zudem konnen sie
auch zu den spiter zu besprechenden langsamen Verinderungen ge-
hdren.

Unechte Cy-
keln; deren
Bedeutung in
der Technik.
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Mechanik der Cykeln in der praktischen Maschinenlehre
von Nutzen sein. Hier aber haben wir es mit einer ganz
anderen, rein theoretischen Anwendung derselben zu thun.

14. Ehe ich speciell auf die Mechanik der Cykeln ein-
gehe, muss ich einige Bemerkungen iiber die Bewegungs-
gleichungen ganz beliebiger mechanischer Systeme voraus-
schicken. Sei ein derartiges beliebiges System von Kérpern
gegeben; die Lage und der Zustand aller Kérper des Sy-
stems sei durch n independente Variable /,, 4, ...... l,
vollkommen bestimmt. Man sagte dann, das System habe
n-Freiheitsgrade und bezeichnet die ! als die allgemeinen
Coordinaten des Systems. ,

.So hat ein materieller Punkt einen Freiheitsgrad,
wenn er ausschliesslich auf einer Linie, drei, wenn er frei
im Raume beweglich ist, ein beliebig im Raume beweg-
licher fester Korper hat sechs Freiheitsgrade u. s. f.

15. Wir wollen mit L die Kraft bezeichnen, welche
irgend eine der Coordinaten ! zu vergrossern strebt, so dass
die gesammte Arbeit, welche geleistet wird, wenn jedes !
um J! wichst und welche gleich dem Zuwachse o7 der
lebendigen Kraft T des Systemes ist, den Werth hat:

1) 04=2LJdl

Im Allgemeinen lassen sich alle Massen des Systems
irgendwie mit n auf vorgeschriebenen Curven beweglichen
Antriebspunkten so verbinden, dass die alleinige Bewegung
je eines dieser Antriebspunkte immer der alleinigen Ver-

" inderung je einer einzigen Variablen entspricht und 417 gleich

dem Wege des betreffenden Antriebspunktes ist.

So konnen bei einem frei beweglichen materiellen Punkt
dessen Projektionen auf die drei Coordinatenaxen als An-
triebspunkte gewahlt werden. Drei den Coordinatenebenen
immer parallel bleibende Ebenen sind gezwungen, durch
die drei Antriebspunkte zu géhen, der materielle Punkt
selbst in jeder der drei Ebenen zu liegen. Bei einem um
eine feste Axe drehbaren festen Korper ist ein Punkt des-
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selben in der Entfernung eins von der Axe Antriebs-
punkt u. 8. w.

Sollte unsere mangelhafte Kenntniss von dem Mecha-
nismus des Systems dies nicht gestatten (wenn z. B. das
System ein galvanisches Element enthielte und ! die Elek-
tricititsmenge vorstellte, welche dasselbe seit dem Zeitan-
fange passirt hat), so ist der Begriff L gleich , Kraft, welche
die Coordinate ! zu vergriossern sucht®, einfach als der
Quotient 04 : 5! zu definiren, worin d4 die Arbeit dar-
stellt, welche bei alleinigem Wachsthume der Coordinate !
um J! geleistet wird. Da die Arbeit immer etwas bestimmt
definirbares ist, so kann diese Definition niemals eine Zwei-
deutigkeit involviren.

16. Setzen wir voraus, dass wir es auch in diesem
Falle mit mechanischen Systemen zu thun haben, welche
sich den allgemeinen Gleichungen der analytischen Mecha-
nik fiigen, so konnen wir noch immer trotz unserer Un-
bekanntschaft mit dem eigentlichen Mechanismus des Sy-
stems diese allgemeinen Gleichungen anwenden, welche
Lagrange in die Form gebracht hat:

2) L8397 oI

wobei T als Funktion der #» Coordinaten ! und deren Dif-
ferentialquotienten 2’ nach der Zeit ¢ ausgedriickt zu den-
ken ist.

OT: 0V sind die Grossen, welche man die Momente
zu nennen pflegt; wir wollen sie kurz mit 2 bezeichnen, dem
natiirlich dann der Index der betreffenden Coordinate bei-
zufiigen ist.

Beziiglich des Beweises der Gleichungen 2 verweise
ich auf: Lagrange, Mech. analyt., 2. Theil, 4. Section;
Thomson und Tait, Treat. on nat. phil. Vol. 1, part. 2.
New ed. sect. 318, Gl. 24; dass. deutsch S. 282, Gl. 15;
Maxwell, Treat. on Electr. Vol. 2, 2. ed., sect. 571;
" Jacobi, Vorlesungen iiber Dynamik, 8. Vorlesung, das auf
Glelchung 7 folgende.

Hier will ich bloss ihre physxkahsche Bedeutung,

Lagrange’s
Bewegungs-
gleichungen.
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Zweite Vorlesung. [17.

deren moglichst anschauliche Auffassung mir die Haupt-
sache ist, an einem speciellen Beispiele erliutern, das uns
iibrigens in der Folge von Nutzen sein wird.

Zweite Vorlesung.

Mechanische Analogie des zweiten Hauptsatzes

der Wirmelehre.

Beispiel. 17. Sei eine cylindrische Rohre (Fig. 1) mittelst einer
Kurbel um ihre vertikal stehende Axe drehbar; dieselbe

Fig. 1.

trage eine auf ihrer Axe senkrechte
Stange, auf welcher eine Masse m von
sehr kleinem Volumen verschiebbar
ist. Von einem an der Masse befestig-
ten Haken fithre eine Schnur nach der
Axe, und dann iiber eine passend an-
gebrachte Rolle mit der Axe zusammen-
fallend nach einer Schale S, auf welche
ein Gewicht p aufgelegt werden kann.
Alles sei reibungslos und bis auf die
Masse m auch massenlos. Als allge-
meine Coordinaten sollen die Entfer-
nung 7 der Masse von der Axe und
der Winkel ! benutzt werden, um den
das Rohr gegen eine gewisse Normal-
lage verdreht erscheint. Setzen wir der
Kiirze halber die Winkelgeschwindigkeit
" = w, so ist:
mr't | mriw?

2 2
R =mr" —mrw?
L=mr3w’ + 2mrr'w.
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Befindet sich der Kurbelgriff in der Entfernung 1 von der
Axe, 8o kann man sich die Kraft L, welche den Winkel
zu vergrissern sucht, direkt an der Kurbel in tangentieller
Richtung wirkend denken. Die Kraft B sucht die Entfer-
nung r zu vergrossern.

18. Sei nun zu Anfang L = o0 und p halte der Centri-
fugalkraft genau das Gleichgewicht, so dass man also hat:
w =7 =o0, p=mrwd
Hierauf wirke eine Aussenkraft L auf die Kurbel, dieselbe
sei jedoch so schwach, dass w’ immer sehr klein bleibt,
wihrend w einen grossen Werth hat. Durch passende Ver-
#nderung von p kann bewirkt werden, dass sich r beliebig
andert. Dies soll so geschehen, dass auch »’ immer sehr
klein gegeniiber »w und daher auch »” gegeniiber rw? bleibt;

dann ist immer mit grosser Anniherung:
’ p=—R=mrw?
2T = mriw?
Die wiihrend der Zeit d¢ in das System durch die Aussen-
kraft L hineingesteckte Arbeit dQ wird theils auf Erhéhung
der lebendigen Kraft mr2w? : 2 des Systems, theils auf He-
bung des Gewichtes » um das Stiick dr verwendet. Es
ist also '

3) dQ = L:d(r”w”) + pdr = mrwdw + 2mwirdr,

also:

9 %2 = diognat (4w,
also gleich einem vollstindigen Differentiale.

19. Wir kénnen wie bei einem bekannten, mit der
Centrifugalmaschine ausgefiihrten Schulexperimente diesen
Mechanismus zur Arbeitsleistung benutzen. Wir denken
uns zwei horizontale, vollkommen ebene und glatte Tisch-
platten; die ebenfalls eben gedachte Schale S stehe anfangs
im Niveau der unteren Tischplatte und es werde ohne Ar-
beitsleistung ein Gewicht p von der Platte auf die Schale
geschoben. Dann werde die Rotationsgeschwindigkeit durch
Handhabung der Kurbel gesteigert, bis das Gewicht auf
das Niveau der oberen Tischplatte gehoben ist, auf welche

Mechanische
Analogie des
sweiten
Hauptsatzes.

K1eis-
processe.
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es dann ohne Arbeitsleistung geschoben werden kann. Bei
gentigender Verminderung der Rotationsgeschwindigkeit sinkt
dann die leere Schale wieder zum Niveau der unteren Tisch-
platte herab und es kann ein zweites Gewicht in derselben
Weise gehoben werden u. s. f.

Man sieht, wie die dem Systeme zugefiihrte lebendige
Kraft zur Arbeitsleistung benutzt werden kann. Allein in
der soeben geschilderten Weise wiirde durch eine gegebene
Zufuhr von lebendiger Kraft nicht das Maximum von Arbeit
geleistet werden. Ein Maximum von Arbeitsleistung er-
halten wir aber, wenn wir einen aus vier Theilprocessen
bestehenden Kreisprocess in folgender Weise ausfithren:

Erster Theil- 20. Wir stecken durch andauernde Wirksamkeit einer
procest Kleinen Kraft L die Arbeit Q, in das System. Um diese
in der vortheilhaftesten Weise auszuniitzen, wollen wir
dabei von der Schale fortwihrend sehr kleine Gewichte
wegnehmen und so das Gewicht p fortwihrend so abglei-
chen, dass es immer bis auf verschwindend Kleines gleich
der Centrifugalkraft — R ist. Der Ueberschuss der Centri-
fugalkraft tiber p und die Grosse von L soll dabei fort-
wihrend so regulirt werden, dass die Schale in solchem
. Tempo steigt, dass die Hebungsarbeit immer genau gleich
der hineingesteckten Arbeit ist, also die lebendige Kraft

des Systems constant gleich 7 bleibt. '

Zweiter 21. Nun fithren wir keine lebendige Kraft mehr zu,

Theitprocess. 1agsen aber die Schale noch fortwihrend steigen, was durch

sehr langsame Verminderung ihrer Belastung zu bewirken

ist. Diese ist wieder so zu reguliren, dass p immer nur

unendlich wenig hinter der Centrifugalkraft zuriickbleibt.

Da noch fortwihrend Arbeit geleistet, aber keine mehr zu-

gefiihrt wird, so muss dies auf Kosten der im Systeme ent-

haltenen lebendigen Kraft geschehen. Diese muss daher
abnehmen und

p=2T:r

muss, gleiche Zunahme von r vorausgesetzt, rascher wie
frither abnehmen, da jetzt sowohl 7 abnimmt als auch »
zunimmt. Dieser zweite Theilprocess soll fortgesetzt werden,
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bis die lebendige Kraft des Systems auf den Wert 7, ge-
sunken ist.

22. Durch Hemmung der Kurbel mittelst einer sehr
geringen Kraft soll nun dem Systeme Arbeit entzogen wer-
den, Dabei soll die Grosse der hemmenden Kraft und der
Ueberschuss des Gewichtes p iiber die Centrifugalkraft
(letzterer durch stetes Auflegen kleiner Gewichte) immer
so regulirt werden, dass erstens beide unendlich klein bleiben
und zweitens die Schale sich in solchem Tempo senkt, dass
die hierdurch gewonnene Arbeit die lebendige Kraft des
Systems constant erhilt. Wir haben also fiir diesen dritten
Theilprocess wieder 27 = mr?w? = 27T, = const. Wie
lange dieser dritte Theilprocess fortzusetzen ist, finden
wir am leichtesten in folgender Weise: Wir construiren
auf dem Papiere eine Abscissenaxe OR, und eine Ordi-

natenaxe OW. Auf der ersteren tragen wir die Werthe des

r, auf der letzteren die des w auf. Der Zustand des Sy-
stems, von welchem wir im ersten Theilprocesse ausgingen,
ist dann durch einen bestimmten Punkt, etwa P, dargestellt;
der ganze erste Process durch ein Stiick einer von P aus-
gehenden gleichseitigen Hyperbel; der zweite Process durch
ein Stiick einer Curve, deren Gleichung r?w = const. ist,
die sich also rascher als die gleichseitige Hyperbel asymp-
totisch der Abscissenaxe nihert. Der dritte Process ist
wieder durch ein Stiick einer gleichseitigen Hyperbel dar-
gestellt. Wir ziehen nun durch P eine Curve mit der Glei-
chung 2w = const.; wo selbe die zuletzt erwihnte gleich-
seitige Hyperbel trifft, hat der dritte Theilprocess zu
enden.

Der gesammte Arbeitsbetrag, der dem Systeme wih-
rend desselben entzogen wurde, sei Q,.

23. Nun wirke auf die Kurbel, wie beim zweiten Theil-
processe, keine Kraft; die Schale sinke langsam weiter und
die lebendige Kraft nehme zu, bis der Ausgangszustand
des Systems, also der Punkt P, wieder erreicht ist. Fol-
gendes Schema giebt eine Uebersicht iiber den gesammten
Process:

Dritter
Theilprocess.

Vierter
Theilprocess.
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Nr. des | dessen charakt. | zugefUhrte T mriw? - _.2er
Theilproc. Gleichung Arbeit =3 p==
1. r3w? = const. Q; |const.=T,| nimmtzu| nimmt ab
. . n. bel gleichem
2. 73w = const. Null |nimmtab | nimmt zu | Wachsth. von =
rascher ab
3. r3w®=const.| — Q, [const.=T, nimmtab| nimmt zu
2., . . nimmt
4, r 2w = const. Null |nimmtzu |nimmtab rascher zu.
Berechnung 24. Wihrend aller vier Processe zusammen wurden

Yen Grsei. theils Gewichte gehoben, theils wieder gesenkt; da aber der

erstere Vorgang durchschnittlich bei grosserer Centrifugal-
kraft vor sich ging als der letztere, so wurden im Ganzen
mehr Gewichte gehoben als gesenkt, daher Arbeit geleistet.
Die im Ganzen geleistete Arbeit ist, da wir es mit einem
Kreisprocesse zu thun haben, Q,— Q.. Nun sahen wir aber,
dass dQ : T ein vollstindiges Differential ist, integriren wir
dieses iiber alle vier Theilprocesse, so ergiebt sich:

_Ql — Qo — 01—00

TI' - To- - Tl'_To )
Wir brauchen nur statt » zu sagen ,,Volum¥, statt p
»Druck¥, statt T ,,Temperatur, statt Q ,,zugefithrte Warme¢,
8o haben wir den Carnot’schen Process.
Nichtumkehr. 25. Die Analogie geht natiirlich noch weiter. Es wird
Yoo z. B. niemals exakt p = mrw? sein konnen, da ja sonst die
Wagschale niemals in Bewegung kommen kdnnte, vielmehr
muss, wenn r zunehmen soll, p kleiner, wenn es abnehmen
soll, grosser als die Centrifugalkraft sein. Setzen wir
daher

p = mrw?—g,
80 muss ¢ immer mit dr gleich bezeichnet sein. Man erhilt
also genauer an Stelle der Formeln 3 und 4 die folgende

dTQ=dlog nat (rfw? — i‘;,f.

Da nun sowohl T als auch das Produkt edr immer positiv
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ist, so liefert dQ : T fiber einen geschlossenen Prozess in-
tegrirt allezeit etwas Negatives.

Freilich wiirde sich das hier geschilderte System nur
mit einem Gase decken, fir welches das Verhiltniss der
Wirmecapacititen gleich 3 wire, was eintriite, wenn sich
die Molekiile desselben statt im Raume nur in einer Ge-
raden bewegen wiirden, an deren beiden Enden die Druck-
kraft p wirkte; auch wiirde die Labilitat des Gleichgewich-
tes storen, was aber durch Gebrauch von Federspannungen
an Stelle des hier der Einfachheit halber angewandten Zu-
ges von Gewichten vermieden werden konnte. Ich kann
selbstverstiindlich hierauf nicht weiter eingehen und muss
auf die zahlreichen einschligigen Arbeiten von Rankine,
Helmholtz, Clausius, mir und Anderen verweisen, welche
ziemlich vollstindig zusammengestellt sind in meiner Ab-
handlung Gott. Nachrichten vom 24. April 1886. Vgl
auch Kronecker’s Journal Bd. 98 S. 68 und Bd. 100
S. 201.

26. Diese Digression geschah iibrigens nicht bloss in
der Absicht, die allgemeinen Liagrange’schen Gleichungen
an einem Beispiele zu erldutern, sondern sie sollte auch
noch das Wesen der Theorien, mit denen wir uns jetzt be-
schiiftigen, fiberhaupt klar legen.

Diese Theorien beanspruchen keineswegs von Hypo-
thesen auszugehen, welche sich mit der wahren Beschaffen-
heit der die Natur aufbauenden Urelemente und Urkrifte
vollkommen decken, sondern bloss von Mechanismen, deren
Wirkung mit dem Spiele der Naturerscheinungen in der
einen oder anderen Beziehung eine grosse Analogie haben.
Je umfassender und schlagender diese Analogie, desto
brauchbarer natiirlich auch der betreffende Mechanismus.
In diesem Sinne ist der Ausdruck Maxwell’s dynami-
cal illustration!) zu verstehen.

Verzichten wir daher auch einerseits auf Constructionen,
die sich vollkommen mit der Natur decken, so haben wir

1) Maxwell, A dynamsical theorie of the electromagnetic field.
Scient. pap. vol. I, pag. 587. Roy. Soc. tr. vol. 55. 1865.

Die Theorien
sind blosse
Bilder der

cesse,
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andererseits wieder den Vortheil, mit klar definirten mecha-
nischen Systemen zu operiren, deren Gebrauch namentlich
von grossem heuristischen Werthe ist, wie gerade die Max-
well’'sche Elektricititstheorie beweist. Die Mechanismen
werden in spiteren Zeiten wohl durch brauchbarere ersetzt
werden, aber das durch sie zur Anschauung gebrachte All-
gemeine, ihnen und den Naturvorgingen Gemeinsame wird
auch in jeder spiteren Theorie bestehen bleiben.

Beim Lichte betrachtet ist unser Standpunkt vielleicht
nicht einmal so wesentlich von dem der alten Theorien ver-
schieden. Ein aus elastischen Kugeln zusammengesetztes
(Gas, ein sechseckiger oder tetraedrischer Benzolkern sind
doch wohl auch mechanische Analogien, dynamische Illu-
strationen. Der Unterschied besteht vielleicht nur darin,
dass wir uns des sinnbildlichen Charakters unserer Theorie
klarer bewusst sind.

Dritte Vorlesung.
Bewegungsgleichungen fiir Cykeln; Beispiele.

27. Wir wollen jetzt nachsehen, wie sich die allge-
meinen Gleichungen 2 modificiren, wenn wir speciell vor-
aussetzen, dass das betrachtete System ein cyklisches sei.
Das Charakteristische jeder cyklischen Bewegung besteht
darin, dass an Stelle jedes Theilchens, das seinen Ort ver-
lasst, sogleich ein gleichbeschaffenes, gleichbewegtes ftritt,
so dass sich der Zustand des Systems wihrend der Be-
wegung in keiner Weise verdndert.

28. Wir bezeichnen ! als eine cyklische Coordinate,
wenn deren Verinderung eine derartige cyklische Bewegung
darstellt; wenn also wihrend der Verinderung von ! der
ganze Zustand des Systems, daher auch jedenfalls die in
demselben enthaltene lebendige Kraft keinerlei Aenderung
erleidet. Daraus ist zu schliessen, dass, wenn ! eine cy-
klische Coordinate ist, der Werth von 7 nicht Funktion von
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! sein darf; wohl aber kann und wird er im Allgemeinen 7’
enthalten, da ja die lebendige Kraft um so grosser sein
wird, je rascher die cyklische Bewegung vor sich geht.

Der Zustand eines Cykels kann im Allgemeinen durch
eine beliebige Anzahl solcher cyklischer Coordinaten be-
stimmt sein. Wiren sonst gar keine Coordinaten vorhanden,
so konnte der Zustand des Systems iiberhaupt gar nicht in
einen anderen iibergehen, da er sich bei keiner Verande-
rung irgend einer cyklischen Coordinate verindern darf.

29. Ausser den cyklischen Coordinaten soll also der
Zustand des Systems noch durch andere bestimmt sein,
welche Helmholtz die langsam verinderlichen Coordinaten
oder kurz die Parameter nennt, da sie eine Aehnlichkeit
mit den bei der Methode der Variation der Constanten, bei
Aufsuchung der einhiillenden etc. vorkommenden verinder-
lichen Parametern haben. Diese Parameter haben nicht
die Eigenschaft der cyklischen Coordinaten, dafiir aber sollen
sie sich so ausserordentlich langsam veriindern, dass ihre
Differentialquotienten nach der Zeit vernachlissigt werden
kionnen; dass also, wenn man diese Parameter mit k¥ be-
zeichnet, die lebendige Kraft zwar die k selbst, aber nicht
deren Ableitungen nach der Zeit k&’ enthilt.

30. Man kann daher schreiben:

5) T = f(k, V).

Es ist eine weitere Folge der langsamen Veriinderlich-
keit der k, dass wihrend eines lingeren Zeitraumes die %
als constant betrachtet werden konnen, so dass wihrend
dieses Zeitraumes die Bewegung als eine cyklische betrachtet
werden darf; erst nach lingerer Zeit nehmen die % allm#h-
lich andere Werthe an, so dass die Bewegung jetzt wieder
eine cyklische ist, aber mit etwas verinderten Werthen
der Parameter. Wihrend also die !’ gross sind, so sind
die !” klein von derselben Ordnung, wie die %'.

Als Erliuterung mége das in der vorigen Vorlesung
behandelte Beispiel gelten. Da war I eine cyklische Coor-
dinate, bei deren rascher Verénderung sich der Zustand
des Systems nicht #ndert; » dagegen wurde als langsam
veranderlicher Parameter vorausgesetzt, so dass die Ge-

Langsam ver-
dnderliche
Coordinaten.
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schwindigkeit »’ verschwindet, aber die cyklische Rotations-
bewegung des Systems bald bei kleineren, bald bei grésse-
ren Distanzen der Masse m von der Drehungsaxe vor sich
geht. 7 war Funktion von /" und . In ganz analoger
Weise denken wir uns, dass auch die Volumveréinderungen
warmer Korper sehr langsam gegeniiber der Molekularbe-
wegung, welche wir Wirme nennen, die sichtbaren Be-
wegungen der Stromleiter und Magnete sehr langsam gegen-
iiber den Bewegungen, welche wir Elektricitit nennen, vor
sich gehen,

81. Wir konnen jetzt ein Cykel auch definiren, als
ein solches System, welches keine anderen als cyklische
und langsam veriinderliche Coordinaten enthilt, und erhalten
mit Riicksicht auf die Gleichung 5 aus unseren allgemeinen
Bewegungsgleichungen 2 fiir Cykeln die nachfolgenden Be-
wegungsgleichungen:

oT d oT

6) E=—m I=ma

worin K und L in oben definirtem Sinne die Kriifte sind,
welche einestheils die langsam verinderlichen Coordinaten
k, anderentheils die cyklischen Coordinaten ! zu vergrossern
streben.

32. Da bei der partiellen Differentiation die Grossen-
ordnung der Glieder im Allgemeinen verindert wird, so
konnen Zweifel entstehen, ob nicht hierbei Glieder von
derselben Grossenordnung wie die Ausschlaggebenden ver-
nachléssigt worden sind; daher scheinen die folgenden Be-
trachtungen zur Zerstreuung derartiger Zweifel nicht ganz
iiberfliissig.

Wir nehmen_an, die langsame Verinderlichkeit jedes
der k soll dadurch ausdriickbar sein, dass wir % = f(c. 9
setzen, wobei f () eine sammt ihren Ableitungen endliche Funk-
tion des endlichen Argumentes z, ¢ aber eine sehr kleine
Grosse ist. In gleicher Weise soll die langsame Verinder-
lichkeit von ¢ dadurch ausdriickbar sein, dass I’ = g(C. ¢) ge-
setzt wird, wobei ¢ und { dieselben Eigenschaften wie f
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und e haben. Natiirlich ist dann ! selbst sehr gross, was
aber nicht schadet, da ! selbst in den Gleichungen nirgends
vorkommt.

T ist eine homogene Funktion zweiten Grades von &’
und ¥, deren Coéfficienten bloss Funktionen der k sind. Es
soll Ak'® ein Glied reprisentiren, welches das Quadrat
eines %’ oder ein Produkt zweier k¥’ enthilt. In gleicher
‘Weise sei Cl'? ein (Glied, welches ebenso beziiglich ! be-
schaffen ist, und endlich Bk’l’ ein Glied, welches ein Pro-
dukt eines %' und eines /' enthélt. Die Coéfficienten 4, B, C
sind Funktionen der % und sollen endlich sein, sowie auch
ihre partiellen Ableitungen nach diesen Grossen, welche
wir symbolisch durch 4’, B'. . . ausdriicken. Der vollstindige
Ausdruck fir K wire:

dt d¥  dk
‘Wir bezeichnen den ersten Addenden dieses Ausdrucks mit I,
den zweiten mit IT. Solche Glieder, welche die Differen-
tiation von:
Ak’2, BE'l’ oder Cl'?

in I liefert, sollen mit I,, I, resp. I, bezeichnet werden
und analoge Bedeutungen sollen II,, II,, II. haben.

Dann ist, wenn man Glieder von gleicher Grissenord-
nung der Kiirze halber einfach einander gleichsetzt:

L= _ g iwa=s,

wobei die letzte Gleichung lediglich ausdriicken soll, dass
beide Glieder von der Grissenordnung &* sind. Ebenso er-
giebt sich

I, = 4K = &,
L =Bk +Bl'=¢+¢,
IL =Bkl =¢, I.=o0,
wogegen II, = C'l’? endlich ist, welches Glied eben allein
den in Gleichung 6 vorkommenden Werth fiir K liefert.
Da das undifferentiirte / nirgends vorkommt, so ist
L= 89T
dt or
Die Glieder von der Form Ak? liefern in diesen Ausdruck
nichts, ein Glied von der Form B%’l’ soll III,, ein Glied

Boltzmann, Vorlesungen. 2



Monocykeln.

18 Dritte Vorlesung. [88.

von der Form Ci'? aber III, liefern, dann ist, wenn wieder
das Gleichheitszeichen nur Gleichheit der Grdssenordnung
ausdriickt,

IIT, = Bk” 4+ Bk'® = &

I, = CKl 4+ Cl" =¢ + ¢,

Es ist also L unendlich klein, wie vorauszusehen war und
alle anderen Glieder verschwinden unter allen Umstinden
gegeniiber III., welches gerade auch die in Gleichung 6
aufgenommenen Glieder darstellt.

Die sowohl %’ als !’ enthaltenden Glieder wiirden zu
ganz eigenthiimlichen, bisher noch nicht entdeckten Erschei-
nungen Veranlassung geben, denmen Maxwell in seinem
Treat. on Electr. 2. Edit. Vol. 2, sect. 574, deutsch pag.
263, eine lingere Betrachtung widmet.

33. Der einfachste Fall ist der, dass nur eine einzige
cyklische Coordinate vorhanden ist. Es ist dann die Lage
simmtlicher Theile des Systems, abgesehen von den lang-
sam verinderlichen Coordinaten, nur noch durch die Lage
eines einzigen Antriebspunktes bestimmt, welche wiederum
durch eine einzige cyklische Coordinate ! definirt ist. Ruht
der Angriffspunkt, so ruhen alle Theile des Systems; be-
wegt er sich mit einer gegebenen Geschwindigkeit ', so sind
dadurch die Bewegungen aller Massen des Systems bestimmt.
Natiirlich sind dabei immer die Werthe der langsam ver-
dnderlichen Parameter als gegeben vorausgesetzt, welche
ja stets wihrend einer langdauernden Bewegung des Systems
als constant betrachtet werden konnen.

Das System, welches wir betrachten, kann dabei aus
beliebig vielen beliebig miteinander und mit dem An-
triebspunkte verbundenen Massentheilchen m,, m,,....m,
bestehen. Wir sahen, dass die lebendige Kraft 7' des Sy-
stems nur Funktion von " und den Parametern & sein kann.
Behiilt jedes Massentheilchen wihrend seiner ganzen Be-
wegung denselben Bewegungszustand, so werden auch die



33.] Monocykel. 19

Greschwindigkeiten v, v;..v, der einzelnen Massentheilchen
nur Funktionen von !’ und % sein. Nimmt ein bestimmtes
Massentheilchen, wihrend es fortwandert, verschiedene Ge-
schwindigkeiten an, so ist doch jedenfalls die Geschwindig-
keit, die an einer bestimmten Stelle des Raumes herrscht,
nur Funktion von !’ und %, was bei Berechnung von T auf
dasselbe herauskommt, da ja T eine iiber alle Massentheil-
chen zu erstreckende Summe ist.

Im Folgenden soll niemals in den Fillen, wo Para-
meter vermittelst gewisser Bedingungsgleichungen eliminirt
werden konnten, z. B. vermittelst der Bedingung, dass auf
sie niemals eine Kraft wirkt!), diese Elimination vorgenom-
men werden, sondern simmtliche langsam verinderliche Pa-
rameter und auch die darauf wirkenden Krifte sollen, selbst
wenn letztere immer gleich O sind, in den Gleichungen be-
lassen werden; dann sind Fille kaum denkbar, wo die Ge-
schwindigkeiten », andere als lineare Funktionen der Ge-
schwindigkeiten I sind, was natiirlich ebenso fiir die spiter
zu betrachtenden Fille gilt, wo mehrere cyklische Coordi-
naten vorhanden sind.

Es scheint, dass die Voraussetzung jeder anderen nicht
linearen Abhingigkeit zu mechanischen Ungereimtheiten
fithren wiirde. Sollte aber spiter doch einmal die Méglich-
keit von Bewegungen entdeckt werden, wobei die v nicht
lineare Funktionen der !’ sind, so setzen wir jedenfalls vor-
aus, dass die Bewegungen, welche zu den magnetischen
und elektrischen Erscheinungen Veranlassung geben, nicht
in diese noch ganz hypothetische Kategorie von Bewegungen
gehoren. Mit einem Worte, wir setzen:

vv=al, 6=1 2...p

‘e i=p
wobei die Coéfficienten @ selbstverstindlich Funktionen der
langsam verinderlichen Parameter k¥ sind. Die Gleichung
6 liefert dann:

) v. Helmholtz, Principien der Statik monocyklischer Systeme.
Kroneker's Journal Bd. 97 S. 182.
2*

2. Hypothese :
Die v sind li-
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U'? 94

— o h=1,2...n)

v i 34. Um sich die wahre Bedeutung dieser Gleichungen
moglichst zu veranschaulichen, empfehle ich die Anwendung
auf Beispiele und deute hier nur einige Verallgemeinerungen
des in der zweiten Vorlesung gegebenen Beispieles kurz an.

Die an dem rotirenden Rohre befestigte Seitenstange der
Fig. 1 Art. 17, (4C in Fig. 2) sei nicht fest, sondern durch
ein Gelenk 4 mit dem Rohre verbunden. Aehnlich sei eine
zweite gleich lange Stange C E durch ein Gelenk E mit einer

Fig. 2.

A

in der Axe der Rohre ver-
schiebbaren dritten Stange
verbunden. Die beiden an-
deren Enden der ersten und
zweiten Stange endlich seien
wieder durch ein Gelenk C mit
einander verbunden (s. Fig. 2).

Von der dritten Stange
rage das Stick y aus dem
Robre hervor. Auf der ersten
Stange gleite die Masse m,
durch einen Faden wie in
Fig. 1 gehalten, von dem ein
Stiick z aus dem Rohre her-
ausragt. Hier ist wieder die
Kurbel der Antriebspunkt. Die
Winkeldrehung, oder, wenn
man will, der Weg ! der Kur-
bel, ist die cyklische Coordi-
nate, z, y sind die Parame-
ter. Wir setzen voraus, dass
die fixen Bestandtheile ein

Trigheitsmoment J haben, wihrend das des Fadens und der
beweglichen Stangen verschwindet, sowie dass sich die Para-
meter z, y geniigend langsam #ndern. Dann ist:

"
r="2 (J+ mr’), L=

[(J + mr’)l'], da 4 = J4 mr? ist,
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Die Krifte, welche den Faden und die Stange aus der
Rohre herauszuziehen suchen, sind:
X=—mrl”%, Y= —mrl”gg.
Bildet die erste und zweite Stange den Winkel 2¢, so ist
Or : 0z = — cos «. Verschiebt sich das an die dritte
Stange stossende Ende E der zweiten Stange um EE’ = 0y,
8o verschiebt sich die Projection D ihres anderen Endes C auf
die Axe um DI = dy:2, der Punkt Cum CC'= dy: 2 cos ;
der Mittelpunkt B der Masse M um BB = CC.(A—2z):A =
(A —x)0y:2Acos ¢, und die Entfernung » der Masse m von '
der Stange wichst um 0r = — BB'sine = — (A—2)tgedy: 24,
wobei A4 die Linge der ersten Stange ist, welche ebenso-
gross wie die der zweiten Stange sein soll. Der Faden soll
eine solche Gesammtlinge haben, dass sich fir x = o die
Masse m in C befindet.
Da ausserdem r = (A—ux)cos ¢ ist, so erhilt man:

?
X =ml?(A—x)cos?e, Y = ';—i (A—=)?sin e.

Um noch einen Fall zu betrachten, wo auch m verin-
derlich ist, communicire mit der vertikalen Rhre eine
enge horizontale Rohre, und diese
am Ende mit einem schlaffen Fig. 3.

Ballon. Die vertikale Rohre sei
unten zu, oben mit einem ver-
schiebbaren Kolben vom Flichen-
inhalte f verschlossen, dessen Stiel
um das Stiick z aus ihr hervorragt.
Sie wie die horizontale Réhre und
der Ballon seien mit einer incom-
pressiblen [Fliissigkeit von der
Dichte ¢ gefiillt. (Siehe Fig. 3.)
Dann ist dm = — ofdz, daher
die Kraft X, welche z zu ver-
grossern strebt:

1 am  ofril?,

2 0Oz 2
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35. Eine derartige monocyklische Bewegung, deren In-
tensitit durch die Ableitung einer einzigen Variablen nach
der Zeit vollkommen bestimmt ist, ist nach Maxwell ein
in einem Drahte cirkulirender elektrischer Strom. !’ misst
die Geschwindigkeit der Bewegung, wird also jedenfalls mit
wachsender Stromintensitit wachsen; L ist die Kraft, welche
die monocyklische Bewegung antreibt, wichst also mit wach-
sender elektromotorischer Kraft. Die Bewegung findet theil-
weise im umgebenden Aether, moglicherweise auch in um-
gebenden Eisenmassen etc. statt. Diese Bewegung in der
Umgebung #ndert sich, wenn der Draht seine Gestalt, die
umgebenden Eisenmassen etc. ihre Lage indern und zwar
sollen % die Parameter sein, welche die Gestalt, Lage des
Drahtes, der Eisenmassen etc. bestimmen.

Die Geschwindigkeit eines jeden im Drahte oder in der
Umgebung befindlichen ponderablen oder inponderablen Mas-
sentheilchens (resp. die Geschwindigkeit an einer bestimmten
Stelle, durch welche Massentheilchen hindurchwandern),
soll proportional !’ sein. Der Proportionalititsfaktor aber
wird von der Gestalt des Drahtes und der Lage der um-
gebenden Korper, also von dem Werthe der Parameter k&
abhingen. Die K sind die Kriifte, welche von aussen
auf das System wirken miissen, um die Werthe von !’ und
diesen Parametern constant, respektive gerade in der Weise
langsam veriinderlich zu machen, dass k’ und !” die in den
Gleichungen angefiihrten Werthe haben.

K sind also die ponderomotorischen Kriifte, welche bei
den in den Gleichungen enthaltenen Werthen von %’ und
!” von aussen auf den stromfiithrenden Draht und
gebenden Korper wirken miissen, — K die Krifte, welc
scheinbar durch die cyklische Bewegung (wie die Centri-
fugalkraft durch die Kreisbewegung) erzeugt und denen die
Krifte + K (Centripetalkraft) das Gleichgewicht halten.
Ebenso sind L die Kriifte, welche unter denselben Be-
dingungen von aussen wirken miissen.

36. Wir setzten bisher das System als frei von Be-
wegungshindernissen voraus. Damit es einem elektrischen
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Strome vollkommen analog werde, miissen wir auch solche
einfiihren.

Bewegungshindernisse, welche sich der Verénderung
der k entgegenstellen wiirden, wiren etwa Reibung der
Drahtstiicke der Stromleitung oder benachbarter Eisenkorper
bei einer sichtbaren Bewegung derselben und Aehnliches,
wiren also in die K einzubeziehen. Solche dagegen, welche
der cyklischen Bewegung entgegenwirken und deren Ge-
sammtbetrag wir mit W bezeichnen wollen, miissen expli-
cit in die (leichungen eingefiihrt werden.

Sei L, die Kraft, welche thitig sein musste,  wenn die
Bewegungshindernisse fehlten und welche also durch Glei-
chung 6 bestimmt ist, L, aber die bei Thitigkeit der Be-
wegungshindernisse nothwendige Kraft; so ist:

d oT

La=L+W=gagtVW
Wenn man daher wieder den Index m wegliisst, so erhalt
man beim Vorhandensein der Bewegungshindernisse an Stelle
der Gleichung 6 die folgende:
d oT

8) L=_+W.
Bleibt die Stromintensitit, die Gestalt des Drahtes und die
Lage der umgebenden Massen, also !’ und 07:0!’ constant,
8o ist daher L = W. Dann w1rd aber die elektromotonsche
Kraft durch das Ohm’sche Gesetz bestimmt.

Wiirden wir also voraussetzen, dass L einfach der
elektromotorischen Kraft, I’ der Stromstirke proportional ist,
so miisste, um der Erfahrung zu geniigen:

W =1 X const.
gesetzt werden. Wir miissten also annehmen, dass die Ge-
genkraft der Bewegungshindernisse der Geschwindigkeit der
Bewegung, also der Stromstirke proportional ist. Obige
Annahme ist zwar die einfachste, tiber ihre Berechtigung
kann aber nur durch Zuziehung weiterer Erfahrungsthat-
sachen entschieden werden, welche am passendsten der

Wechselwirkung zweier elektrischer Strome entnommen
werden.
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Vierte Vorlesung.
Bicykel. Absolute Strommessung.

37. Sei nun ein System gegeben, das aus beliebig
vielen Massentheilchen m,, m, ... m, mit den Geschwindig-
keiten v, v, ... v, besteht. Die Position jedes Massen-
theilchens sei durch beliebig viele langsam verinderliche
Parameter k,, &, ... % und durch zwei cyklische Coordi-
naten [, l bestlmmt deren Ableitungen nach der Zeit wir
mit ', und Uy bezelchnen

Es sei wieder:

9) v=al| +bly, G=1,2..p)

(v bezeichnet eventuell die Geschwindigkeit an einer be-
stimmten Stelle des Raumes, wo fortwihrend Massentheil-
chen m, passiren) Setzt man daher:

_ 10) 4= zmtai B= EMbi)C—zmia{bh

i=1 i=1
so wird

11) r=2rpdrp oy
Die Momente sind:
oT , , oT ’ ’
l'],:ﬁ:All-l-ClZ’)'S: a-T’= Cll +Bl3:

und man erhilt die Bewegungsgleichungen:

L =% _ al—@r+cz)+wl

12) L,=i‘%=a‘it(0rl+Bl)+W
_ 8T _ 1284 _I%9B_, . 90
E=-—g=—2a & a g

Hier sind die L die Krifte, welche die beiden cyklischen
Coordinaten zu vergréssern suchen, K dagegen die Krifte,
welche irgend einen der Parameter % zu vergrissern streben.
W, und W, aber ist der Gesammtbetrag der Bewegungshinder-
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nisse, welche bei Verinderung der ersten, resp. der zweiten
cyklischen Coordinate auftreten. Es wird vorausgesetzt, dass
der Mechanismus, welcher die Bewegung von den Antriebs-
punkten auf die einzelnen Massen iibertriigt, ohne Bewe-
gungshindernisse ist und nur die Bewegung der Antriebs-
punkte selbst solche erfahrt, so dass W, bloss Funktion
der Bewegung des ersten, W, des zweiten Antriebspunktes
ist, nicht aber die Bewegung des ersten Antriebspunktes
auch auf W, von Einfluss ist, oder umgekehrt.

88. Diese Gleichungen sind ganz allgemein. Wie immer
die Massen beschaffen sein mdgen, deren Bewegung uns als
elektrischer Strom erscheint, wie complicirt auch ihre Ver-
bindungen seien, wie immer der Charakter dieser Be-
wegungen selbst gestaltet sein mag: wenn es nur cyklische
sind, die den Grundprincipien der Mechanik gehorchen;
jedes Mal miissen sie die obigen (Gleichungen erfiillen, welche
ja eine unmittelbare Consequenz jener Grundprincipien sind.
Doch um uns den physikalischen Sinn dieser Gleichungen
moglichst zu veranschaulichen, wollen wir zunichst ihre
Anwendung auf specielle Fille zeigen. Wir kinnten da
Flussigkeitsstrome in in sich zuriicklaufenden Kaniilen,
Prozesse, wo stete Verdampfung und Wiedercondensation,
chemische Verbindungen und Dissociation, Elektrolyse etc.
stattfindet, wihlen. Doch wird es sich offenbar empfehlen,
zuvorderst ein denkbar einfaches Beispiel zu betrachten.
Zwei von einander unabhingige nebeneinanderstehende Ap-
parate, jeder so beschaffen, wie der in Fig. 1, Art. 17 dar-
gestellte, wiirden den Bedingungen, die wir jetzt aufstellten,
geniigen; allein da wiirden gerade die Glieder, welche das
Zusammenwirken beider ausdriicken und auf die es uns jetzt
am meisten ankommt, fehlen. Deshalb wollen wir das fol-
gende ideale Modell betrachten.

89. Drei coaxiale Rohren sollen iibereinander stehen;
passende Verjlingungen der mittleren sollen ein klein
wenig in die oberste und unterste hineinragen und darin
reibungslos drehbar sein, wihrend die oberste und un-
terste 8o getragen werden, dass sie keiner anderen
Bewegung als einer Drehung um ihre Axe fihig sind (vgl.

Beispiele von
Bicykeln.

Idealer
Mechanismus,
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Fig. 4). Jede der drei Rohren trage eine Masse, m, zu oberst,
mg zu unterst, my in der Mitte, welche genan wie die Masse
der Fig. 1 Art. 17 beweglich und von einem Faden gezogen
ist. Alle drei Fiiden ragen aus der untersten Rohre her-
vor. Die Distanzen der Massen von der Axe seien r,, ry, 7.
. Die oberste und un-

Fig. 4. terste Rohre sollen

/] genau wie die Rohre
der Fig. 1 durch eine
Kurbel drehbar sein.
Das mittlere Rohr
aber soll mit ihnen

A ¢ inderfolgendenWeise
%:] verbunden sein: Das

oberste und unterste
Rohr tragen je eine
zu ihrer Axe senk-

=
i
v
=——a=t!

- rechte Scheibe, das
W N mittlere aber eine zu
| seiner Axe senkrechte

- Stange, an welcher

eine zur Stange senk-

rechte Scheibe dreh-
bar befestigt ist, die
r die beiden anderen
% Scheiben beriihrt und
darauf ohne Reibung
und Gleitung rollt.
d__k Die Abhingigkeit der

' Bewegung des mitt-
leren Rohres von den
beiden anderen fin-

det man leicht durch
folgende Ueberlegung: Wenn das obere und untere Rohr beide
um den gleichen Winkel im selben Sinne gedreht werden,
8o dreht sich dabei auch das mittlere Rohr im selben Sinne
um den gleichen Winkel, die dritte Scheibe jedoch dreht
sich dabei gar nicht. Wird dagegen das obere und untere

d
sz
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Rohr um den gleichen Winkel im engegengesetzten Sinne
gedreht, so dreht sich die mittlere Scheibe, aber ihr Mittel-
punkt und daher auch das mittlere Rohr bewegt sich nicht.
Wird daher das obere Robr um einen beliebigen Winkel Z,
das untere im gleichen Sinne um einen beliebigen anderen
Winkel /, gedreht, so kann man sich die Sache immer so
vorstellen, als ob zuerst beide Rohre im selben Sinne um
den Winkel (/, + 4): 2, hernach aber das obere wieder im
selben Sinne um den Winkel (;, —7,):2, das untere da-
gegen im entgegengesetzten Sinne um denselben Winkel
(4, —1%) : 2 gedreht worden wire. Nur der erstere Process
dreht das mittlere Rohr und zwar um den Winkel (}, + 4,): 2.
Es ist also die Drehung und daher auch die Winkelgeschwin-
digkeit des mittleren Rohres immer das arithmetische Mittel
aus der der beiden anderen.

Wird also alles Uebrige als massenlos vorausgesetzt,
so besteht das System nur aus drei Massen m,, my, my,
und ist durch die beiden cyklischen Coordinaten I, I, und
die drei langsam verinderlichen Parameter »,, »,, r; voll-
kommen bestimmt. Die Geschwindigkeiten der Massen sind:

v=nl,n=rl,, v,= %l’l+%l'2.
Es ist also in Formel 9 und 10 zu setzen:

a, =1, a6,=0>b =o0, by=r,, a3=bsér3:2,
was liefert:

A=mr?+

my 1y My ry? rg?
34’1 B=m2r22+ 3487 C':m;a;

oder wenn man noch behufs méoglichster Vereinfachung der
Formeln die oberste und unterste Masse untereinander
gleich (= m), die mittlere aber vier Mal so gross annimmt:
A=m@?+ 1Y, B=m@? + n?, C=mrd
Denken wir uns diese Werthe in-die Formeln 12 eingesetzt,
80 erhalten wir also die Bewegungsgleichungen unseres Sy-
stems. W,, W, sind die Krifte, welche die Bewegungs-
hindernisse der Drehung der obersten und untersten Rohre
entgegensetzen (z. B. Reibung in den Lagern), wihrend alle
anderen Bewegungen als frei von Bewegungshindernissen
vorausgesetzt werden.

Gleichungen

selben.
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40. Wir wollen zunichst der oberen Rohre mittelst
der oberen Kurbel eine beliebige vorgeschriebene Bewegung
ertheilt denken und uns fragen, welche Kraft L, dabei auf
die untere Kurbel wirken muss, damit die untere Rohre
stets in Ruhe bleibt. Da die untere Rohre sich nicht be-
wegt, so ist I, = o; aber dieselbe kann offenbar, wenn sie
ruht, auch keinen Widerstand erfahren, weshalb auch
W, =0 und

L=2 (orl)

ist. So lange daher die » unveriindert bleiben und auch die
Geschwindigkeit des ersten Rohres sich nicht #ndert, wirkt
auf die zweite Kurbel keine Kraft, wichst dagegen die Geé-
schwindigkeit der ersten Rohre, so muss auf die zweite
Kurbel, um sie ruhig zu erhalten, eine Kraft im gleichen
Sinne wirken, deren Intensitit proportional di’, : d¢ und pro-
portional dem Coéfficienten C ist (inducirte elektromotorische
Kraft). Fehlte jene Kraft, so wiirde sich die zweite Rohre,
wihrend des Wachsthums der Geschwindigkeit der ersten,
im entgegengesetzten Sinne drehen (inducirte Drehung). Das
Entgegengesetzte gilt, wenn die Geschwindigkeit der ersten
Réhre abnimmt.

Einen gleichen Effekt hat aber bei constanter Dre-
hungsgeschwindigkeit der ersten Rohre ein Anwachsen oder
Abnehmen von C durch langsame Handhabung des r, regu-
lirenden Fadens. Im ersten Fall tritt eine entgegengesetzte,
im letzten eine gleichsinnige Drehung der unteren Rihre auf,
beide sind proportional /', und dC': dt.

Die Analogie mit zwei elektrischen Stromen ist eine
vollstindige. 4 ist der Selbstinductionscoéfficient der er-
sten, B der der zweiten, C der wechselseitige Inductions-
coéfficient beider Strombahnen.

Die Analogie geht noch weiter. Gemiss der letzten
der Gleichungen 12 wirken auch Krifte auf die Parameter,
von denen die Werthe von 4, B, C abhingig sind (auf die
Fiden). Die Intensitit derselben ist fiir in 4 enthaltene
Parameter !',?, fiir in B enthaltene Parameter 2, fiir in
C enthaltene aber dem Produkte ’,l’; proportional und
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superponirt sich fiir solche Parameter, die in mehreren der
Grossen 4, B, C vorkommen. Wenn !, und [, gleichbe-
zeichnet sind und C beim Wachsthum des Parameters
wichst, so ist, um ihn constant zu erhalten, eine Aussen-
kraft nothwendig, die ihn zu verkleinern sucht.

41. Dasselbe gilt auch von zwei elektrischen Stromen. 2 Errah-
Wenn bei Aenderung irgend einer Coordinate sich der Selbst- rbeser Des
inductionscoéfficient des ersten resp. zweiten Stromkreises &r'm;:v)-m-
andert, wirkt darauf eine dem Quadrate der Intensitit
des ersten, resp. des zweiten Stromes proportionale ponde-
romotorische Kraft; wenn aber der wechselseitige Induc-
tionscoéfficient Funktion dieser Coordinate ist, so wirkt dar-
auf eine dem Produkte beider Stromintensititen proportio-
nale Kraft; indern sich endlich bei Verinderung der Coor-
dinate mehrere dieser Coéfficienten gleichzeitig, so addiren
sich auch die betreffenden Kriifte.

Wir geniigen also nur dann der Erfahrung, wenn wir
annehmen, dass die Stromintensititen in der That den Ge-
* schwindigkeiten I der Antriebspunkte proportional sind.
Oder besser gesagt, wir definiren die Stromintensitit so,
dass die erstgenannten Krifte ihren Quadraten, die letzt-
genannte aber ihrem Produkte proportional werden. Wir
denken uns einen ein fiir alle Mal unverinderlichen Strom
gegeben und in die Nihe einen beweglichen Stromleiter
gebracht. Wollen wir die Intensitit zweier anderer elek-
trischer Stréme mit einander vergleichen, so schicken wir
durch jenen Stromleiter zuerst einen Strom von gleicher In-
tensitiit, wie der erste; dann einen Srom von gleicher In-
tensitat wie der zweite. Das Verhiltniss der ponderomo-
torischen Krifte, die derselbe (natiirlich immer die gleiche
Gestalt und relative Lage zum ersten Strom vorausgesetzt)
in dem einen und anderen Falle erfihrt, giebt das ge-
wiinschte Verhiltniss der Stromintensititen. Dieses Ver-
fahren fillt fibrigens, wenn man permanente Magnete als
Aggregate unverinderlicher Molekularstréme auffasst, mit
der Strommessung durch die Tangentenbussole zusammen.
Vorausgesetzt ist dabei natiirlich noch, dass man durch
Elektrolyse oder eine andere Wirkung die Gleichheit des
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Stromes im beweglichen Stromleiter mit je einem der zu
messenden constatiren kann.

42. Wollen wir eine Einheit der Stromintensitit de-
finiren, so ist es bei unserem augenblicklichen Standpunkte
nicht gut, von dem Begriffe eines
permanenten Magnets auszugehen, Wir
denken uns vielmehr zwei sehr lange
parallele Strome in der Entfernung a
Fig. 5. Sei dz ein Element des einen,
dz’ eines des anderen Stromes, r deren
Entfernung, 4, ¢ die im magnetischen
Maasse gemessenen Stromintensititen, so
ist die Anziehung der beiden Elemente
nach dem Ampére’schen Gesetze, wenn
beide sich in atmosphérischer Luft be-
finden:

14) p = 7929 19 005 (dz, da’) — 3 cos (r, dar) cos (r, dar)].

r3

Fig. 5.

dx

Sucht man die Componente ¢ dieser Kraft senkrecht zu den
beiden Stromen und substituirt fiir die Cosinus ihre Werthe,
so findet man, wenn z die Entfernung des Klementes dx
von der Projektion des Elementes d«’ auf den Stromleiter,
dem dz angehort, bedeutet: :

.. ’ 3 1 3 —2 o0
q=11 ada:d:r;(2 82 E___i).

5 T)= it adzdx (;5 +—03
Die gesammte Kraft Q, welche der eine Draht auf die Lan-
geneinheit des zweiten ausiibt, findet man, wenn man be-

ziiglich dz von — oo bis 4 oo integrirt und do’= 1 setzt.
Wegen
1 x 1 7 a?—22%
#4(5) =5 4(5) =
217
Q=7

Wir wollen uns also die beiden sehr langen Drihte, in dem
Normalmedium (atmosphirischer Luft) befindlich, von zwei
Stromen von der gleichen Intensitit durchflossen und letz-
tere so gewahlt denken, dass, wenn sich die Drihte in

ergiebt sich
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der Entfernung eines Centimeters befinden, jeder auf die
Lingeneinheit des anderen gerade die Anziehungskraft zweier
Dyne ausiibt. Fir einen Strom von solcher Intensitat
setzen wir ' = 1, dann konnen wir fiir beliebige Strome
durch eine Zahl ausdriicken und wissen, dass wir uns mit
dem sonst als magnetischen Strommaasse bekannten Maasse
im vollem Einklange befinden.

43. Wir betrachten nun einen einzigen unverinder-
lichen Strom von der Intensitit !’ (wie wir bereits sagen
diirfen).

Fiir diesen ist nach Gleichung 8: L = W. Die wih-
rend der Zeit Jt geleistete Arbeit ist: Ldl= Wi'dt; die in
der Zeiteinheit geleistete Arbeit ist also W'

‘Wenn dieser Strom sonst keinerlei Arbeit leistet, muss
dieselbe als Wirme auftreten. Wir nehmen nun als aus
der Erfahrung gegeben an, dass unter diesen Umstinden
die erzeugte Wirme in Arbeitsmaass gemessen gleich wi’?
ist, wobei w eine Constante der Leitungsbahn ist, welche
wir den im magnetischen Maass gemessenen Widerstand
nennen. Durch Messung der bei gemessener Strominten-
sitdt 'in einem Leiter auftretenden Wirme kann derselbe
immer experimentell bestimmt werden. Damit der obige
Ausdruck hiermit im Einklange sei, muss
15) W= ol
also die Gegenkraft der Bewegungshindernisse proportional
der Stromintensitit oder der Geschwindigkeit I’ des An-
triebspunktes sein. Es wire passender, die Constante w
als den Widerstandscoéfficienten oder den Widerstand be-
zogen auf die Stromeinheit zu bezeichnen, da er ja mit '
multiplicirt werden muss, um den thatsichlichen, von den
Bewegungshindernissen herstammenden Widerstand W zu
liefern.’) Es ist aber iiblich, @ kurz als den galvanischen
Leitungswiderstand zu bezeichnen. -

44. Mit Riicksicht auf 15 liefert die erste Gleichung
des vorigen Artikels
_— L=aol,

1) Eine #hnliche Bemerkung hat schon Hankel gemacht, sfchs.
Ges. v. 14, Nov. 1889, 8. 382; Wied. Ann. 1890, Bd. 89, S. 369.
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woraus in bekannter Weise L jedesmal experimentell be-
stimmt werden kann. Wir sind also in vollster Ueberein-
stimmung mit der Erfahrung, wenn wir L als die elektro-
motorische Kraft, in magnetischem Maasse gemessen, definiren,
und zwar ist L die #ussere, durch galvanische Elemente,
Thermoelektricitat etc. gelieferte elektromotorische Kraft,
wihrend die elektromotorische Kraft der Induction durch
das erste Glied der rechten Seite der beiden ersten Glei-
chungen 12 dargestellt wird.

Fiinfte Vorlesung.

Bewegungshindernisse im Dielektricum. Zwei
Stromkreise mit Condensatoren. Messung der
iibrigen Grossen.

45. Wir kehren nun zu unserem Modelle zuriick. Da-
mit fir dasselbe die Gleichung 15 gelte, miissen wir an-
nehmen, dass der Widerstand W nicht von einer Reibung
der. obersten und untersten Réhre in ihren Lagern herriihrt,
sondern etwa von Windfliigeln, die sich so in einem wider-
stehenden Mittel bewegen, dass sie einen ihrer Geschwindig-
keit proportionalen Widerstand finden. Um aber vollkom-
mene Allgemeinheit zu erzielen, muss hierzu noch ein an-
derer Widerstand kommen.

46. Wenn nimlich die Stromleitung irgendwo auf-
geschnitten ist, und die beiden Enden mit den beiden Be-
legungen eines Condensators verbunden sind, so lebrt die
Erfahrung, dass dem Strome ein Widerstand entgegenwirkt,
welcher der Ladung des Condensators proportional ist; diese
ist wieder dem Integralstrome

[Udt =1
proportional. Es muss also dann W noch ein zweites Glied
31 enthalten, wobei ¢ eine neue Constante ist, deren reci-
proken Werth wir als die im magnetischen Maasse gemes-
sene Capacitiit des Condensators bezeichnen.
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Am Modelle kionnte dieser Widerstand in folgender
Weise dargestellt werden. Wir denken uns das eine Ende
A einer elastischen Schnur an dem obersten resp. untersten
Rohre, dessen Querschnitt in Fiig. 6 durch den grossen Kreis
dargestellt ist, das an-
dere Ende (im unaufge- Fig. 6.
wickelten Zustande ohne
Spannung) an einem in
gewisser Entfernung be-
findlichen Fixpunkte B
fest gemacht. Die ela-
stische Schnaur liuft un- a
mittelbar am Rohre rei-
bungslos zwischen zwei sehr kleinen Rollen hindurch. Bei
Drehung des Rohres wickelt sie sich auf dasselbe auf und
iibt vermége ihrer Spannung auf das Rohr eine der Drehung
entgegen wirkende Kraft aus, welche dem Drehungswinkel
proportional ist.

47. Es muss hier bemerkt werden, dass durch Ein-
fiilhrung des Widerstandes ¢! die Bewegung aufhért im
strengen Sinne cyklisch zu sein, da ja die Aufwindung der ela-
stischen Schnur auf die Axe kein cyklischer Vorgang ist; allein
da ausser diesem Vorgang alle tibrigen Bewegungen cyklisch
sind und genau so verlaufen, wie sie bei blossem Vorhanden-
sein des Widerstandes @w!’ sich abspielen, so kann wohl kein
Zweifel bestehen, dass unsere Gleichungen anwendbar bleiben.

Dieselbe Annahme muss natiirlich auch fiir die Elektri-
citiitsbewegung in Dielektricis gemacht werden. Diese ist
selbsverstindlich wieder eigentlich nicht cyklisch, da sie nur
kurze Zeit in gleich gerichtetem Sinne bestehen kann, wenn
nicht das Dielektricum unendlich stark polarisirt werden soll.
Allein wir nehmen an, dass sowohl die Bewegung im Innern
des Dielektricums als auch die dadurch erzeugte Bewegung
im umgebenden Aether (nur wihrend kiirzerer Zeit) genau so
geschieht, wie sie in einem Leiter dauernd in vollkommen
cyklischer Weise vor sich geht. Es wird dies zur Folge
haben, dass mit Ausnahme des verinderten Ausdrucks fir W

auf beide Fille dieselben Gleichungen anwendbar sind.
Boltzmann, Vorlesungen. 3

3. Hypothese.
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sum 2. Erfah-
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Gueicumgen 48. Nehmen wir an, es seien sowohl an der oberen
ndilf“hefu o~ als auch an der unteren Rohre sowohl Windfliigel als auch
“*" eine elastische Schnur befestigt, so lauten die Bewegungs-

gleichungen unseres Systems:

d ’ ’ ’
Ly = (4l + Ol 4o Uy + 44,

d ’ ’ ’
16) L, = 3 (CV,+Bly) + oyl + 9y,
__Lr3A 1238, .00,
K=—% 3% — 2 o 1hags

Genau dies sind auch die Gleichungen fiir 2 Strom-
kreise mit den Stromintensititen I, und !, und den Wider-
stinden @, und ®,, wenn in jedem derselben ein galvani-
sches Element von der elektromotorischen Kraft L, resp.
L, und ein Condensator von der Capacitit 1: 3, resp. 1:9,
eingeschaltet ist.)) 4, B sind die Selbst-, C der wechsel-
seitige Induktionscoéfficient der Stromkreise. Ks muss als
ein Vorzug der Maxwell’schen Theorie bezeichnet werden,
dass wir diese fir die Praxis so wichtigen Gleichungen,
welche sonst erst als Consequenz der gesammten Theorie
der Elektrodynamik und Induktion auftreten, gleich zu An-
fang aus den wenigen beigezogenen Erfahrungsthatsachen
und Hypothesen erhalten. Die grosse logische Schirfe der
Maxwell’schen Theorie #ussert sich eben darin, dass wir
nicht alle Erfahrungsthatsachen auf einmal voranzustellen
brauchen, sondern jedesmal bei Hinzuziehung einer neuen
Thatsache sogleich alle Resultate gewinnen, welche sich aus
den bisher beigezogenen Erfahrungsthatsachen itberhaupt
folgern lassen.

Die Gleichungen 16 kénnten mit der grissten Leich-
tigkeit auf ein System von mehr als 2 Stromkreisen aus-
gedehnt werden, sie erschopfen dann vollstandig die Theorie
der Selbstinduktion, wechselseitiger Induktion und elektro-
dynamischer Wechselwirkung, so lange die Stromschwan-

) Thomson, phil. mag. (4), 5, S.393; Helmholtz, Pogg. Ann.
83, 8. 505, 91, S. 258, 427; Wiedemann, Lehre von der Elektr.
IV. Bd. S. 166.
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kungen so langsam sind, dass die Stromintensitit zu einer
gegebenen Zeit in allen Lingen- und Querschnittelementen
je eines geschlossenen Stromleiters gleich vorausgesetzt
werden kann. Um sich aber von dieser Beschrinkung frei
zu machen, um die Abhingigkeit der Coéfficienten 4, B, C
von den Abmessungen der Drihte, endlich um die Elektri-
cititsbewegung in korperlich ausgedehnten Leitern zu finden,
ist die Zuziehung weiterer Erfahrungsthatsachen erforderlich,
welche wir auf eine spiitere Vorlesung versparen wollen.

49. Die vollkommene Identitit der Gleichungen fiir
unser mechanisches System mit denen fir 2 Stromkreise,
ist keineswegs etwa eine bloss zufillige, sondern vielmehr
eine im Wesen begriindete, da ja sowohl unser mechanisches
System als auch die beiden Stromkreise nach unserer Vor-
aussetzung genau derselben Klasse von Mechanismen an-
gehoren, wenn auch Hiilfsmittel und Form der Ausfithrung
die denkbar verschiedensten sind. Aus dieser Identitit des
mechanischen Grundtypus ist auch die vollkommene Analogie
zwischen dem Ablaufe der elektrischen Oscillationen und
der Bewegung hochst einfacher Mechanismen z. B. ge-
démpfter Pendel erklirlich,

Natiirlich ist der Mechanismus der elektrischen Stréme
nicht nur vollstindig von solchen einfachen Mechanismen
verschieden, sondern auch uns vollkommen unbekannt; wir
haben also hier eigentlich die Theorie einer Bewegung auf-
zustellen, deren Mechanismus uns ganz unbekannt ist, ja
vielleicht in einer uns noch ganz unvorstellbaren Weise von
allen Mechanismen abweicht, die wir aus festen Stangen,
incompressibeln oder elastischen Fliissigkeiten, fernwirkenden
Anziehungscentren u. s. w. construiren kénnen.

Deshalb sind wir gezwungen, andere uns bekannte
Mechanismen zur ,dynamischen Illustration nebenher zu
betrachten, und wir sind iiberzeugt, dass alles, was noth-
wendige Consequenz der Grundgleichungen der Mechanik
ist, nicht bloss von unseren Modellen, sondern ebenso auch
von dem elektrischen Mechanismus gelten wird.

So fremdartig daher auch die Theorie einer Bewegung
erscheint, von der wir keine Vorstellung haben, so habe ich

3*
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doch schon am Ende der zweiten Vorlesung erortert, dass
der Unterschied zwischen der Methode unserer Theorie und
der vieler ilteren Theorien vielleicht bei weitem nicht so
gross ist, als es auf den ersten Apblick scheinen mag.

Es wire einladend, sofort die praktische Anwendung
der Gleichungen 16 in allen Details zu diskutiren und so
auch die speciellen Anwendungen in unsere Vorlesungen auf-
zunehmen, damit gerade dem Praktiker das Studium der
alten Theorien, welche fiir den Theoretiker immer von
grossem Interesse bleiben werden, ganz erspart bleibe.
Allein dies ist hier nicht meine Absicht, ich muss also be-
ziiglich der praktischen Anwendung auf die alten Lehrbiicher
verweisen; nur wenige fiir unsere Theorie unentbehrliche
Anwendungen dieser Gleichungen sollen hier gemacht werden.
Zuvorderst soll die Gleichung, welche das Princip der Er-
haltung der Arbeit ausdriickt, aus den Gleichungen 16 ab-
geleitet werden. .

50. Die Arbeit, welche durch die #usseren elektro-
motorischen Krifte, wihrend der Zeit d¢ in das System
hinein gesteckt wird, ist:

8Q = L, 81, + L,dl, = (LI, + L,l,) ot.

Am Modelle ist dies die Arbeit, welche geleistet wird,
wihrend sich die beiden Kurbeln in der Zeit ¢ um die
Winkel 47, und dl, mit den Winkelgeschwindigkeiten /', und
I’y drehen und darauf die Krifte L, und L, in der Bewe-
gungsrichtung derselben wirken.

Substituirt man hier fir L, und L, deren Werthe aus
den Gleichungen 16, so erhilt man eine Anzahl von Glie-
dern, welche wir jetzt der Reihe nach aufzihlen und durch
dem JQ beigefiigte Indices unterscheiden wollen. Die mit
den Faktoren w behafteten Glieder liefern:

17) 0Q, = (0,2 + w,l',?) 4.
Diese Arbeit wird beim Modelle an den Windfliigel
in Wiarme umgesetzt und ist beim elektrischen Strome die
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Joule’sche Warme. Die mit den Faktoren & behafteten Auf Dielek:
Glieder liefern: brau%.;rtg %
5Q, = 3,1, 8L + 9,1,01, _a("!-‘!- %l “
6, 6, 6,
=95+ %) = o (a5, + o)
0, =%, und O, =,], sind die Gegenkrifte der
dielektrischen Polarisation. Diese Arbeit wird im Modelle
auf Spannung der elastischen Schniire, bei den elektrischen
Phéanomenen auf Erzeugung dielektrischer Polarisation ver-
wendet.
Die Gesammtsumme, welche alle iibrigen Glieder liefern,
kann als die Summe zweier Ausdriicke 0 Q; und J Q, dar- Aeussore Ar-
gestellt werden, indem man setzt:

30, =" oa+ Blap v 1,00
19)

U aA U 0B ,
—2(2 % T2 5 Thls ak)‘)"

Dies ist am Modell derjenige Betrag der durch die
Kurbeln in das System hineingesteckten Arbeit, welcher
auf Hebung der an den drei Fiden angehiingten Lasten bei
Verschiebung der drei Massen m,, m,, m, verwendet wird;
bei elektrischen Stromen derjenige Theil der von der
Batterie gelieferten Energie, welcher bei sichtbarer Massen-
bewegung die zur Ueberwindung der ponderomotorischen

18)

Kriifte erforderliche Arbeit leistet. Endlich setze man: Eekirokine-

ti. Ener-
20) 8Q, = T, gie
wobei:

r=YC4+ BB rr,c
1 2 2 173
-7 197, 290, — 7V ]
am Modelle die lebendige Kraft der drei Massen m,, m,,
mg, bei den elektrischen Phinomenen aber die lebendige
Kraft derjenigen Bewegung ist, welche in ihrer Gesammtheit
den elektrischen Strom ausmacht und theils im durchstrémten

Drahte, theils im umgebenden Medium ihren Sitz hat. Wir
wollen sie als die elektrokinetische Energie bezeichnen.
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Wissen wir auch weder iiber das Bewegte noch iiber die
Art der Bewegung irgend etwas, so wissen wir doch, dass
die lebendige Kraft dieser Bewegung einen bestimmten end-
lichen Werth hat, den wir in einem vorliegenden Falle be-
rechnen konnen, der bei Entstehung des Stromes aus der
chemischen Energie des galvanischen Elementes oder aus an-
deren uns bekannten Arbeitsquellen entnommen und beim
Verschwinden des Stromes wieder in Wiirme oder andere uns
bekannte Energieformen zuriickverwandelt wird. Dies wird
noch klarer an den speciellen Fillen, zu denen wir jetzt
iibergehen wollen.

51. Sei nur ein Stromkreis ohne Condensator vorhanden,
seine Gestalt und die Lage etwa in der Nihe befindlicher
Eisenmassen sei unverénderlich; dannliefern die Gleichungen
16 fiir denselben:

al ’

Haben wir zu Anfang einen gegebenen constanten
Strom ¢ und lassen zur Zeit Null plstzlich die elektro-
motorische Kraft aufhoren, so dass dann L = 0 wird, so folgt:

r=tee 4.

Die Elektricitat bewegt sich also wie eine triige Masse
bei einem der Geschwindigkeit proportionalen Widerstand
z. B. eine in einer Rohre stromende Fliissigkeit, nur dass
ihre gesammte Trigheit auch von der Gestalt des Strom-
leiters abhiéngt, namentlich durch spiralige Aufwicklung des-
selben bedeutend vermehrt wird, was in dem Umstande be-
griindet ist, dass das umgebende Medium an der Bewegung
participirt. Natiirlich muss sich, wenn die Bewegung der
Elektricitat aufgehirt hat, deren anfingliche elektrokinetische
Energie 4. (I'*)?: 2 (nach Gleichung 21) in Warme verwandelt
haben. In der That hat die erzeugte Wirme:

l’l
0 dt
0
(vergl. Gleichung 17) diesen Werth.
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Experimentell kann am leichtesten durch den Impuls
auf einen anderen bekannten Strom oder einen permanenten

Magnet das Integral:
ﬁ'dt =£
(1]
0

bestimmt werden und hieraus kann, da I’ und @ ebenfalls
experimentell bestimmbar sind, 4 gemessen werden.

Ware auch ein Condensator in der Strombahn, so be- ewung von
kéame man nach Aufhéren der elektromotorischen Kraft die
Gleichung:

A" 4+ ol + Sl =

welche auch fiir die Schwingungen einer gedimpften Mag-
netnadel gilt. Nach dieser Gleichung wurden alle bisher
beobachteten elektrischen Oscillationen von Feddersen his
Hertz!) berechnet. Dieselbe kann zur experimentellen Be-
stimmung von & dienen, wobei wir noch das Produkt
U't, wenn darin !’ = 1 und ¢ = 1 ist, vorldufig die magnetisch
gemessene Elektricititsmenge 1 nennen, natiirlich ohne uns
dabei weiter etwas zu denken.

52. Es seien nun wieder zwei Strombahnen von un- Mesrung von
verdnderlicher Gestalt gegeben; zu Anfang der Zeit sollen ’
darin die Stromintensititen /', und /’y* bestanden haben.

Da horen plotzlich die #usseren elektromotorischen Krifte
auf und es wird daher'

ar,
22) J @ Oq ol =0,
l dl’,+Bdl, + oyl = 0.

Aus diesen Gleichungen folgt sofort:

1) Kirchhoff, Ueber die Beweg. d. El. in Drihten. Pogg. Ann.
Bd. 100, 8. 198, 851, 1857. Schiller, Pogg. Ann. 152, 8. 535, 1874.
L. Lorenz, Wied. Ann. 7, S. 161, 1879. Colley, Wied. Ann. 26,
S. 432, 1885, 28. 8. 1, 1886. Hieke, Wien. Ac. 96, S. 134, 1887.
Oberbeck, Wied. Ann. a. a. Bd. 21, 8. 1389, 1884. Lodge, Ueber
Inductionswaage, phil. mag. Febr. 1880. Lodge, Hertzsche Schwin-
gungen. Lond. phys. soc. Bd. 10, S. 150, 1889. Lecher, Wien. Ac.
Bd. 99, S. 857, 1890.
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@y + agl'y)dt = d (5124 S 152 + 01T,

Die linke Seite ist die wihrend d¢ entwickelte Wirme;
dieselbe wird also bloss auf Kosten der gesammten elektro-
kinetischen Energie erzeugt und ist gleich der Abnahme
der letzteren wihrend derselben Zeit.

Integriren wir die letzte der Gleichungen 22 bis zu
einer sehr spiten Zeit, zu welcher /', I’y die Werthe '},
’y¢ haben sollen, so erhalten wir:

B(l'ye— U9 + O’} — U'%) = o, JU, dt.

Um C zu bestimmen erhalten wir anfangs durch lingere
Zeit ', constant gleich ;¢, wihrend im zweiten Stromkreise
keine elektromotorische Kraft wirkt, so dass ', = 0 ist.
Dann entfernen wir plétzlich auch aus dem ersten Strom-
kreise die elektromotorische Kraft und bestimmen experi-
mentell den Integralstrom im zweiten Stromkreise /1, d¢
iiber eine geniigend lange Zeit erstreckt. Da nach einer
solchen jedenfalls beide Strome aufhoren, so ist V';* = I,°
= 0 also:

clye = a, [ I, dt,
woraus C experimentell bestimmt werden kann.

Da wir nun auch alle Constanten experimentell be-
stimmt haben, so herrscht iiber die Gleichungen volle
Klarheit. Alle diese Consequenzen koénnen daher schon
aus den wenigen bis jetzt zugezogenen Thatsachen und
Hypothesen abgeleitet werden.

53. Die Gleichungen 16 gelten, falls
Fig. 1. Condensator und Widerstand hintereinan-
der in die Stromleitung eingeschaltet sind,
wie Fig. 7 zeigt. Es ist dies die prak-
tisch weitaus am hiufigsten angewendete
Schaltung; doch sind andere Schaltungen
offenbar nicht ausgeschlossen. Es kénnten
z.B. in jedem Zweige Condensator und Wi-
derstand nebeneinander geschaltet sein
(Fig. 8). Dann hitte man eigentlich vier
separate Zweige und es konnte die Strom-
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stirke, wenn die Capacitit des Condensators eine sehr
grosse ist, in allen vier Zweigen verschieden sein. Doch
erhilt man in verschie- !

denen speciellen Fillen Fig. 8. Fig. 9.
Gleichungen von der-

Ij+n;
selben Einfachheit, z. B. f-@j N ,

wenn in der Leitung
von der Batterie zum N,
CondensatorInduktions- L—{ F"‘ }——Il—'ﬁ—@—<
coéfficient, Widerstand L

und Capacitit ver- A
schwinden. Bezeichnet Nm{/ﬂ,(
man dann mit !, und J

U, die Stromstérken in L,_"E;__@’g
den Zweigen, welche

die Widerstinde ent-

halten und wo die elek-

tromotorischen Krifte @T V\Qf—@i
der Induktion wie zahl-

reiche, in je eine Windung eingeschaltete galvanische Ele-
mente von kleiner elektromotorischer Kraft wirken, mit n,
und n, die Condensatorladungen, und mit L,, L, die elek-
tromotorischen Kriifte der Ketten, so wird:

L =3, + vy + o, = 9,

Eine noch complicirtere Schaltung stellt Fig. 9 dar, in
welcher bloss die gerad gebrochen gezeichneten Leitungen
mit den Stromstéirken m’, und m’, erheblichen Widerstand
w,, w,; bloss die spiralig gezeichneten, mit den Stromstérken
U, und ', erhebliche Selbst- und Wechselinduktionsco#ffi-
cienten 4, B, C haben sollen. n,, n, sollen wieder die
Ladungen der Condensatoren sein, und es kann ohne Be-
eintrichtigung der Allgemeinheit angenommen werden, dass
bloss in den geradgebrochenen Leitungen und in den Lei-
tungen zum Condensator galvanische Elemente, in ersterer
von den elektromotorischen Kriften M, M,, in letzterer von
N,, N, eingeschaltet sind. Dann gelten die Gleichungen:
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d ’ ’ ’
MI—W(AII-I—Cl,):wlml
23)

N =2l + o) = Iy,
I'y=m'| +n,.

Die Gleichungen fiir den zweiten Stromcomplex konnen
hier wie oben der Symmetrie gemiiss gebildet werden, da
derselbe genau wie der erste beschaffen ist.

Am Modelle wiirden Gleichungen von der Form der zuletzt
entwickelten gelten, wenn sich sowohl um die oberste als auch

unterste Rohre eine Schnur
Fig. 10. aufwickeln wiirde, welche
die Axe je einer beweglichen
Rolle triigen. Um diese liefe
eine zweite Schnur (Fig. 10).
Auf das eine Ende dersel-
ben wirkte die #ussere Kraft
N,, deren Zug sich eine
elastische Feder entgegensetzte; auf das andere die #ussere
Kraft M, und ein der Geschwindigkeit des Schnurendpunkts
proportionaler Widerstand. Um die Bedingungen auch fiir
negative m’ und » zu erfilllen, miissten die Schniire auch
unzusammenschiebbar sein.

Sechste Vorlesung.
Praktische Ausfithrung der Modelle.

Jechamioms, 54. Durch Aenderung von ~, oder , am Modell werden

unabrdngig nur die Selbstinduktionscodfficienten 4 und B veriindert. -
ou machen. Bei Veriinderung von r; aber veréindert sich nicht bloss
der wechselseitige Induktionscoéfficient C, sondern auch
gleichzeitig 4 und B, da ja das mittlere Rohr von jedem
der anderen mitbewegt wird. Es ist wiinschenswerth, drei
Antriebspunkte so herzustellen, dass bei alleiniger Bewegung

des ersten nur 4, daher nur r,, bei alleiniger Bewegung
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des zweiten nur B, daher nur r,, bei alleiniger Bewegung
des dritten nur C wichst; bei alleiniger Bewegung des
dritten muss daher r; wachsen, dagegen », und 7, so ab-
nehmen, dass r,? 4 7,2 und r,® + 7,2 constant bleibt.

Es kann dies durch folgenden Mechanismus erreicht 7. Theu-
werden. In einem ebenen Messingbleche seien zwei auf-
einander senkrechte in Figur 11 punktirte gerade Schlitze,
die sich im Punk-

te D schnei- Fig. 11.
den; darauf lie-

gen zwei der d |
Linge nach auf- i

geschlitzte Line-
ale. Das Scheib-
chen C ist an
einem  kurzen
Stifte befestigt,
der durch kleine
Lécher beider Li-
neale hindurch-
geht, und im vertikalen Schlitze des Bleches beliebig gleiten
kann. An diesem Scheibchen ist der mit my verbundene Faden
befestigt; es dient als dritter Angriffspunkt und seine Distanz
vom Punkte D heisse z.

Die beiden Scheibchen 4 und B gleiten sowohl im
horizontalen Schlitze des Bleches als auch in je einem
Schlitze eines Lineales. Daran seien die beiden Fiden,
welche zu den Massen m, und m, fiihren, in der aus der
Figur ersichtlichen Weise befestigt; sie gehen zuerst vom
Scheibchen in der Richtung des horizontalen Schlitzes des
Blechs fort, dann iiber eine am fixen Bleche befestigte
Rolle, dann iiber je eine zweite ganz nahe am zuerst be-
sprochenen Faden befindliche Rolle und endlich parallel
diesem vertikal aufwirts.

Sind die Lingen der Fiden so regulirt, dass jede
Masse m gerade in die Axe der drei Rohren zu liegen
kommt, wenn das betreffende Scheibchen nach D gelangt,
so sind die Bedingungen erfillt: 72+ 2= AC? und
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ry3+7r,2=BC? Ks ist also nur noch ein Mechanismus noth-
wendig, welcher gestattet, bei unverénderter Lage des
Punktes C die Léngen 4C und BC zu éndern und umgekehrt
bei Constanz dieser Lingen den Punkt C zu verschieben.
o Theile Dies kann so realisirt werden: Vor dem beschriebenen
Bleche befindet sich ein zweites paralleles und parallel zu
sich selbst verschiebbares in der Distanz z vom ersten
Bleche. Am Scheibchen C ist eine in die Richtung des
Schlitzes des Lineales 4C fallende nicht ganz bis 4 rei-
chende und eine zweite senkrecht zu den Blechen nach
vorn zu liegende nicht ganz bis zum zweiten Bleche rei-
chende sehr enge Rohre befestigt. Vom Scheibchen 4 geht
eine dritte Rohre aus in der Richtung 4C, die in die erste
etwas hineinragt. Vom zweiten Bleche aber eine vierte
Rohre, die wieder in die zweite etwas hineinragt. Die
vierte Rohre ist am Bleche so befestigt, dass sie stets senk-
recht dazu bleiben muss, sich aber beliebig parallel zu sich
selbst verschieben kann. Durch alle vier Réhren geht ein
biegsamer aber weder ausdehnsamer noch zusammenschieb-
barer Faden, dessen eines Ende am Scheibchen 4 befestigt
ist, dessen anderes aber gezwungen ist in der Ebene des
zweiten Bleches zu liegen. Genau so ist das Scheibchen B
mit einem hinter dem ersten Bleche in der Distanz y davon
befindlichen dritten Bleche verbunden. =z, y, z sind die
Variablen, von denen jede nur einen Induktionscoéfficienten
andert; x, y je einen Selbstinduktionscoéfficienten; ver-
andert sich dagegen bei constantem z und y nur z, so
andert sich bei constanten Selbstinduktionscoéfficienten nur
der wechselseitige Induktionscoéfficient.
Sind alle drei Réhren in Drehung begriffen, so wirkt
daher auch auf die Variable z nur die !’;? proportionale
Kraft, auf die Variable y nur die /', proportionale, endlich
auf » nur die dem Produkte !', !, proportionale Kraft.
Auf x wirkt also keine Kraft, wenn sich nur das obere
oder nur das untere Rohr dreht.
Praktische 55. Diese idealen Modelle geniigen vollstindig unseren
Ausfithrung . . . .
solcher Mo- Zwecken; sie sollen ja bloss zur Veranscha,uhqhung nicht
zur experimentellen Priffung der abgeleiteten Sitze dienen.
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Trotzdem wirkt auch hier michtig der Drang nach realer
Existenz. Es beschreibt Lord Rayleigh?) einen zu diesem
Zwecke dienenden sehr einfachen Apparat, an welchem je-
doch die Parameter nicht veriindert werden kdnnen, was
fir uns gerade sehr wesentlich ist. Derselbe erwihnt auch
einen Apparat des Laboratoriums zu Cavendish, der mir
leider unbekannt ist. Ich liess zu gleichem Zwecke einen
Apparat construiren, der wie ich glaube

allen Anforderungen geniigt. Fig. 12.
Ich beschreibe zunichst einen Apparat, 4

welcher ein monocyklisches System darstellt.

Eine cylindrische Réhre B, Fig. 12, in der | |-B

ein cylindrischer Stab A4 steckt, ist von
einem Ringe C umgeben, der mit zwei Schrau-

ben D mit dem Stabe fest verbunden ist. Die

Schrauben gehen durch passende Schlitze der

Rohre. Die Fig. 12 ist ein Querschnitt. Der !
Ring ist von einem beweglichen Hohlringe £ um-
schlossen und dieser von einer zweiten der
ersten coaxialen Rohre 7. Der Hohlring trigt
zwei vis-a-vis liegende kleine Zapfen u, die
wieder durch passende Schlitze der #usseren |
Rohre F hindurchgehen. Ist die innere Rihre

fest und rotirt die &ussere, so rotirt also der Hohlring mit,
der massive, an der Stange befestigte nicht. Qhne die Ro-
tation zu stéren, konnen durch Aus-

und Einschieben der Stange die Zapfen Fig. 13.

dabei auf- und abbewegt werden. Sie
sollen deshalb die verschiebbaren Za-
pfen heissen. :

Die #ussere Rohre trigt noch zwei
fixe Zapfen ». Je ein fixer und ein be-
weglicher Zapfen aber tragen die bei-
den vis-a-vis liegenden Ecken (in Fig. 13
wieder mit » und v bezeichnet) eines Parallelogramms, das
ganz wie der Centrifugalregulator einer Dampfmaschine ein-

1) Phys. Soc. of London Volum. 10, p. 434. November 1890.
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gerichtet ist. (In Fig. 13 in der Seitenansicht gezeichnet.) Die
Ebenen beider Parallelogramme sind parallel der Réhren-
axe und auch zu einander und stehen um die Rohrdicke
ab. Beide Parallelogramme tragen an beiden Enden je
eine Masse m und m’, so dass also diese Massen ohne
Stérung der Rotation gehoben und gesenkt werden konnen.
Dieser Apparat wurde nur ganz roh zur Erliuterung eines
Bestandtheiles des Nachfolgenden ausgefithrt, da die mit
ihm auszufihrenden Experimente nicht von Belang sind.
Reales Bi- 56. Wir brauchen nur drei derartige Apparate nach Art
¥ der Fig. 4 Art. 39 zu koppeln, so erhalten wir ein Bycikel,
von dem Fig. 14 einen Durchschnitt und Fig. 15 eine per-
spectivische Zeichnung zeigt. In Figur 14 ist, um Platz
zu sparen, nur das mittlere Drittel gezeichnet.

Das Stahlrohr B geht durch den ganzen Apparat und
ist oben und unten getragen. Dasselbe wird durch zwei
fixe dartiber gesteckte kurze Rohrstiicke G in drei gleiche
Theile getheilt. Um jeden dieser Theile rotirt ein beweg-
liches Messingrohr F. Die Reibung des obersten und un-
tersten stellt die Krifte W, und W, dar, wenn sie freilich
auch ein anderes Gesetz befolgt. Zwischen dem mittleren
dagegen und den beiden kurzen Rohrstiicken, sowie zwischen
dem spiter zu beschreibenden fixen und rotirenden Ring im
Innern dieses Rohres sind behufs moglichster Verminderung
der Reibung Friktionskugeln K eingefiigt, wie sie bei den
Fahrradern der Byciklisten iiblich sind, um doch in einer
Hinsicht der Namensvetterschaft der beiden Vorrichtungen
gerecht zu werden. Durch das Stahlrohr B geht ein Stab
4, welcher mit drei iiber das Stahlrohr gesteckten auf- und
abschiebbaren, aber nicht drehbaren Ringen C (in Fig. 14
nur der mittlere sichtbar) verbunden ist. Zwischen jedem
derselben und dem ebenfalls am Stabe befestigten Stift S
lsuft je ein drehbarer Ring E, welcher den einen Befesti-
gungspunkt « des Centrifugalregulators triigt. Der nicht
drehbare Ring C und der Stift S zusammen entsprechen
dem in Figur 12 mit C bezeichneten Ringe. Sonst be-
zeichnen gleiche Buchstaben in Figur 12 und 14 auch ent-
sprechende Bestandtheile. Der Stift S und die Verbindungs-
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schraube zwischen 4 und C gehen natiirlich durch einen
passenden Schlitz des Rohres B. Der unterste drehbare
Ring und der Zapfen », (um 90 Grad verdreht +/|) der un-
tersten beweglichen Réhre F, tragen, ebenfalls genau wie
in Figur 12 und 13, zwei Centrifugalregulatoren; ebenso
oben. An dem Zapfen w (oder «', letzteres stellt eine
um 90 Grad verdrehte
Lage dar) des mittleren Fig. 16.
drehbaren Ringes E und )4
v des mittleren beweg-
lichen Rohres F aber ist ,
ein anders beschaffe- (.)”
ner Centrifugalregulator
befestigt. Die Centri-
fugalregulatoren sind in Figur 14 in zwei Lagen punktirt.
Der mittlere derselben trigt viermal so grosse Massen und
die Arme, welche die Massen tragen, sind senkrecht an den
Armen des Parallelogramms befestigt. (Siehe Figur 16, wo
immer gleich punktirte Linien ein fest verbundenes System
von Stangen darstellen.) Bei Annaherung der Zapfen
nihern sich daher die Massen der Axe. Zapfen » geht
natiirlich durch einen Schlitz des Rohres I Man sieht
leicht, dass dieser Mechanismus so beschaffen ist, dass 7,
abnimmt, wenn », und r, wachsen, und zwar erfiillt er die
Bedingung:

r? + rd =2 + r2 = const.

Durch Senken der centralen Stange wird r;, daher auch C
vergrossert, ohne dass B und 4 sich #ndern. Dies ent-
spricht der Vermehrung des wechselseitigen Induktions-
coéfficienten; also, wenn die obere und untere Rohre zwei
Stromkreise darstellen, der Anniherung derselben. Auf
zwei andere Antriebspunkte, durch welche die Selbstinduk-
tionscoéfficienten geiindert werden konnten, wurde verzichtet.

An der oberen und unteren Réhre ist je ein horizontales
Zahnrad, an der mittleren sind mittelst der Schrauben p
zwei Stangen P befestigt, welche je ein vertikales Zahnrad
tragen. Die vertikalen Zahnrader greifen mit einer koni-
schen Verzahnung in die beiden horizontalen Zahnrider ein.
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mit dem rea~
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Die Verzahnungsstellen sind in Fig. 14 mit Z bezeichnet.
Durch diese Verzahnung wird derselbe Effekt wie in Fig. 4,
Art. 839 durch Reibung der drei Scheiben erzielt. Die Zapfen
w dienen bloss, um die Centrifugalregulatoren bei Versuchen,
wo ihre Winkel nicht ge#indert werden, auch an den Réhren
F direct befestigen zu koénnen.

Die untere bewegliche Rohre F, trigt (in Fig. 14 nicht
gichtbar) eine, die obere F, zwei horizontal liegende Rie-
menscheiben. Seitwirts steht eine zweite parallele vertikale
Axe, durch eine Kurbel drehbar, mit drei Riemenscheiben,
welche nach Wunsch an die Axe geklemmt und losgemacht
werden kénnen. Eine ist mit der Riemenscheibe der unteren
Réhre, die beiden anderen mit den beiden Riemenscheiben
der oberen Rohre, jedoch so verbunden, dass sich oben das
eine Paar gleichsinnig, das andere entgegengesetzt dreht.

57. Mit diesem Apparate konnen folgende Experimente
ausgefithrt werden:

1. Man treibt bloss das untere Rohr; so lange die Ge-
schwindigkeit wichst, dreht sich das obere entgegengesetzt;
bei constanter Drehung des unteren steht das obere still;
nimmt die Geschwindigkeit ab, so dreht sich das obere
gleichsinnig. Diese Wirkung ist grosser, wenn die centrale
Stange ganz unten als wennsie oben ist.

2. Das untere Rohr wird mit constanter Geschwin-
digkeit angetrieben, oben sind beide Riemenscheiben nicht
geklemmt. Schiebt man die Stange rasch nach abwirts,
vermehrt also den wechselseitigen Induktionscoéfficienten,
80 dreht sich das obere Rohr entgegengesetzt; schiebt man
die Stange aufwiirts, so dreht es sich gleichsinnig wie das
untere Rohr.

3. Dreht man das obere und untere Rohr in gleichem
Sinne, so wird die centrale Stange nach abwirts gezogen,
was einer Vermehrung der Selbstinduktion, also einer An-
naherung der beiden Stromkreise entspricht.

4. Dreht man das obere und untere Rohr entgegen-
gesetzt, so wird die Stange hinaufgezogen.

58. Dieser Apparat wurde von dem Mechaniker Herrn
v. Gasteiger in Graz in vorziiglicher Weise ausgefiihrt
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und die Experimente an demselben gelingen vollstindig; fir
die Werkzeichnungen und manche Hilfeleistung bei der
Construktion bin ich Herrn Privatdocenten Dr. Paul Czer-
mak in Graz, fir die Beihilfe bei einigen nachtriglichen
Verinderungen und die Anfertigung simmtlicher Zeich-
nungen und Photographien fir das vorliegende Buch Herrn
Dr. Fomm, Assistenten der Physik in Miinchen zu Danke
verpflichtet.

Siebente Vorlesung.
Polycykel. Begriff des Momentes.

59. Um die Abhiingigkeit des Induktionscoéfficienten
von den Abmessungen der Stromkreise zu finden, miissen
wir natiirlich jedes Lingenelement eines solchen als ein
" kleines Monocykel, um die Stromung der Elektricitit durch
riumlich ausgedehnte Korper zu finden, jedes Volumelement
als ein selbstindiges Individuum, in welchem eine cy-
klische Bewegung stattfindet, betrachten.

Konnten wir dies in mechanischen Modellen zum Aus-
drucke bringen, kénnten wir den ganzen Raum mit kleinen
Modellen von der Natur der soeben betrachteten fiillen und
die Wechselwirkung aller iiberblicken: Wir konnten uns
ein anschauliches Bild aller elektrischen und magnetischen
Phinomene machen. Allein einen derartigen Mechanismus,
von dem der in Maxwell's ersten Arbeiten angenommene,
in sechseckige Zellen getheilte Aether eine Idee giebt, in
Messing auszufithren oder-sich in der Vorstellung klar zu
veranschaulichen, wire gleich unmoglich. Hier verlassen uns
alle Hilfsmittel bis auf die Analysis.

60. Wir betrachten also jetzt dasallgemeinste cyklische
System, in welchem die Position aller Massentheilchen durch
v+ 1 cyklische Variablen I, 4, 4, ...l und beliebige
langsam veréinderliche Parameter k,, k, . . . k, bestimmt ist.

Boltzmann, Vorlesungen. 4

Uebergang su

Polycykeln.



3. Hypothese
Corollar zur
2.: die in den
LElementen
thdtigen Me-
chanismen
sind, wie die
der ganzen
Stréme, den
obigen Glei-
chungen un~
terworfen.
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Der einfachste derartige F'all ist der, dass wir uns an Stelle
der frither betrachteten zwei, jetzt ¥ 4+ 1 Stromkreise
denken und wieder annehmen, dass die Schwankungen der
Stromintensitit so langsam vor sich gehen, dass in jedem
einzelnen derselben zu jeder beliebigen Zeit die Stromdichte
fir jedes Lingen- und Querschnittselement gleich voraus-
gesetzt werden kann. Allein wir haben auch noch den
allgemeineren Fall zu betrachten, dass die Stromintensitiit
von Element zu Element wechselt. Es treten dann an Stelle
der geschlossenen Stromkreise die einzelnen Stromelemente
und ', ¥, U, . ..V, sind die Stromintensitéiten in den ver-
schiedenen Elementen.

61. Freilich kann streng genommen wieder in einem
einzigen Elemente unabhéingig von allen anderen eine cy-
klische Bewegung dauernd nicht bestehen; nur verschwindend
kurze Zeit ist die Elektricititsbewegung in einem Strom-
elemente unabhingig von den umgebenden Elementen méglich.
Allein gerade so, wie wir von einem Dielektricum annahmen,
dass daselbst durch kurze Zeit eine wesentlich gleiche Be-
wegung stattfinden kann, wie sie im Leiter dauernd besteht,
so wollen wir voraussetzen, dass auch bei rasch veridnder-
lichen Strémen die Bewegung in jedem Elemente noch den-
selben Charakter hat, dass wir also auch auf sie die Glei-
chungen anwenden konnen, die wir fiir geschlossene Strome
fanden. Genau genommen geht unsere Voraussetzung nur
dahin, dass auch bei ihnen, wie bei geschlossenen Stromen,
in dem Ausdrucke fir die lebendige Kraft das undiffe-
renziirte ! nicht eingeht. Das iiber die langsam verinder-
lichen Parameter k, welche die Positionen der ponderablen
Korper bestimmen, Gesagte gilt ja selbstverstidndlich jetzt
ebenso wie frither, und andere Specialisirungen der allgemeinen
Gleichungen der Mechanik haben wir bisher nicht eingefiihrt.
Wir nehmen daher an, dass in den Stromelementen die
gleichen, denselben Gleichungen unterworfenen Mechanismen
thiitig sind, wie in geschlossenen Strémen, wenn wir auch
fir einzelne Stromelemente den experimentellen Nachweis
hierfir nicht direkt liefern konnen, da in einem einzelnen
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Elemente fiir sich ein andauernder Strom nicht erhalten
werden kann.

62. Natiirlich bleibt dabei die Frage, ob bei sehr
raschen (den Hertz’schen) Schwingungen nicht méoglicher-
weise der Einfluss solcher das undifferenziirte ! enthaltender,
hier nicht beriicksichtigter Glieder entdeckt werden konnte,
eine offene und es ist gerade ein Hauptverdienst der Max-
well’schen Theorie, dass sie zahlreiche derartige Fragen
anfwirft, welche zu neuen Experimenten anregen. (Jeden-
falls muss sich die Elektricititsbewegung den hier abzu-
leitenden Gleichungen ndhern, wenn die Schwingungen nicht
allzu rasch sind).

63. Mogen nun durch die ¥ + 1 cyklischen Variablen
die Zustinde ebenso vieler geschlossener Strome oder Strom-
elemente definirt sein, jedenfalls werden wir nicht alle »4-1
auf einmal tiberblicken kénnen. Wir wollen daher von
vorne herein nur eines davon ins Auge fassen und die
‘Wirkung aufsuchen, welche gerade auf dieses Eine ausgeiibt
wird. Wir wollen das ins Auge gefasste kurz den Aufstrom
nennen und darauf sollen sich die Buchstaben ohne Index
beziehen.

Alle iibrigen sollen nur da sein, um das elektrische
Feld zu definiren, in welchem sich unser Aufstrom be-
findet und es soll gefragt werden, welche Wirkung das
durch die tibrigen Stréome definirte Feld gerade auf den
ins Auge gefassten Aufstrom ausiibt.

64. Sei m' irgend eine Masse des Systems, welches
wir jetzt als Polycykel bezeichnen, deren Geschwindigkeit
wieder:

G=ail 4 BV b, ..+ 0, G=1,2,3..p)
sei. Dann ist:

m' (v")’ _ m' (a‘)’ '3
2

o = + miail bV, + by, + .. BL) + M.

M und N sollen Grossen sein, welche das I’ ohne Index
nicht enthalten. Hiernach ist:
4'

Aufstrom,

Leb. Kraft
des Poly-
cykels.
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i=p . 2 i=p
T= )
i=1
i=p
+ 7 meaf' OfY, + b1 + .. b))+ N
i=1
2] i= i=p h=v»
= T2 '(a‘)’ + 122 miaibil’, + N.
i=1hk=

Wir wollen nun vorldufig den Aufstrom, gleichgiiltig,
ob wir uns darunter einen geschlossenen Strom oder ein
Stromelement vorstellen, mit s, die Doppelsumme mit J{s),
die einfache Summe mit 4 bezeichnen, also setzen:

. i= . i=p h=v o,
24) A= é mi@?,  J(s) = g S mat .
so dass:
25) T= 209417+ N

wird. Fiir zwei Strome ist I, /, J(s) mit dem identisch, was
dort mit 7, J, und ¥, C bezeichnet wurde.

Wovon hingt 65. Die Grosse J(s) bezeichnen wir als das Moment
cines Stromes UDSETEs Stromes s in dem gegebenen Felde. Diese Grosse
®"  ist offenbar abhiingig: 1. Von der Natur des Feldes, also
der Intensitit und Lage siimmtlicher anderer Strome. 2. Von
der Gestalt und Lage des Aufstroms, aber nicht mehr von
der Stromintensitéit in demselben, da ja !’ vor das Summen-
zeichen herausgehoben wurde. Es ist also bei der Defi-
nition des Begriffs des Momentes von der Stromintensitit
im Aufstrome vollkommen abstrahirt. Der Aufstrom ist
dabei nur als eine im gegebenen Felde liegende geometrische

Curve aufzufassen.
Moment sines ‘Wir kénnen in ein beliebiges Feld ein beliebiges Element
mentesund _ giner Curve legen. Wenn dieses Element ein Stromleiter
ware, wiirde ihm immer im Felde ein bestimmtes Moment
zukommen, welches wir einfach das Moment dieses Curven-
elementes im gegebenen Felde nennen. Jedem Curven-
elemente kommt in jedem Felde ein bestimmtes Moment
zu und nach dem Spiteren kommt daher auch jeder unge-
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schlossenen oder geschlossenen Curve ein Moment zu, welches
einfach die Summe der Momente ihrer Elemente ist.

66. Aber eins ist zu bemerken: Die Erfahrung lehrt,
dass der elektrische Strom immer eine bestimmte Richtung
hat. Um diese eindeutig zu definiren, miissen wir eine
bestimmte Richtung im Stromleiter s als positiv annehmen.
Je nachdem die Strémungsrichtung der positiven Elektricitit
mit derselben zusammenfillt oder ihr entgegengesetzt ist,
ist dann !’ mit dem positiven oder negativen Zeichen zu
versehen.

Aendern wir nichts, als dass wir die entgegengesetzte
Richtung von s positiv wihlen, so #ndert sich daher nichts
als das Zeichen von!’; daher bleiben auch in unseren Formeln
alle Grossen unverindert; nur die Coéfficienten o, welche
mit der ersten Potenz von !’ multiplicirt erscheinen, &ndern
ihr Zeichen, withrend alle Coéfficienten b unverindert bleiben.

Es folgt daraus, dass 4 und N unverindert bleiben,
wahrend J(s) lediglich sein Zeichen wechselt. Wir wollen
dies letztere symbolisch dadurch ausdrticken, dass wir
schreiben:

26) J(—s) = — J(s).

Diese Gleichung folgt tibrigens schon daraus, dass
durch die blosse Uebereinkunft, die entgegengesetzte Richtung
von s als positiv zu wihlen, sich unmoglich der Werth der
lebendigen Kraft 7 #ndern kann. Da aber hierdurch im
Ausdrucke 25) nur !’ sein Zeichen #ndert, so muss auch
dessen Coéfficient J(s) das Zeichen wechseln, wihrend A4
und N ungeéindert bleiben.

67. Wir finden nun fiir die elektromotorische Kraft,
die in unserem Aufstrome wirkt, wenn noch die Bewegungs-
hindernisse die Gegenkraft W ausiiben nach Gleichung 8,
Art. 36, den Werth:

_dar _dAl) | ()
27) L=z tW=—gr +—¢ + W

Denken wir uns nun das Feld sammt seinen Ver-
inderungen gegeben und betrachten bloss die elektromoto-
rische Kraft L(s), welche zur Ueberwindung des Wider-

Elektromoto-
rische Kraft
im Aufstrom.
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standes und der durch die Verinderungen des Feldes in
unserem Aufstrome erzeugten Induktion erforderlich ist (d. h.
bloss das 2. und 3. Glied der Gleichung 27. Wir betrachten
also 1. nicht die Wirkung auf die anderen Stréme des Feldes,
2. aber auch nicht die elektromotorische Kraft, welche der
Aufstrom in sich selbst erzeugt und welche durch das erste
Glied der Gleichung 27 ausgedriickt wird. Dann ist also:
28) L =29 W
Es kann iibrigens das weggelassene Glied der Gleichung 27
unter verschiedenen Verhiltnissen an sich schon gegen die
tibrigen vernachlissigt werden, so dass das mittlere Glied der
Gleichung 27 tberhaupt die gesammte im Aufstrome in-
ducirte elektromotorische Kraft angiebt. Dies tritt ein:
1. wenn die Stromintensitit im Aufstrome sehr klein ist.
Dann ist !’ sehr klein und das erste Glied verschwindet
gegen das zweite. Physikalisch ausgedriickt: der Aufstrom
ist so schwach, dass er selbst nur verschwindend wenig zur
Charakteristik des Feldes beitrigt; diese und daher auch
die im Aufstrome inducirte elektromotorische Kraft riihrt
fast ausschliesslich von den iibrigen Strémen des Feldes
her. 2. Dasselbe gilt aber auch, wenn der Aufstrom nur
ein verschwindender Theil des Feldes, also nur ein Strom-
element ist. Dann verschwindet, auch wenn die Strom-
intensitéit darin beliebig ist, eo ipso die von ihm erzeugte
Wirkung gegeniiber der durch das ganze iibrige Feld her-
vorgerufenen und der in Gleichung 28 angegebene Werth
von L(s) liefert die ganze elektromotorische Kraft L in s.
68. Hat !’ in mehreren sich aneinander schliessenden
Theilen eines Stromleiters denselben Werth, wie dies jeden-
falls in einer geringen Zahl sich unmittelbar folgender
Lingenelemente desselben Stromes angenommen werden
kann?), so ist offenbar die Gesammtkraft L (2's), welche durch
das Feld in s inducirt wird, gleich der Summe 'L (s) der
Krifte L(s), die in den einzelnen Stromleitern wirken. Ist

1) Diese Bedingung ist iibrigens fiir die spiiteren Consequenzen
nicht einmal nothwendig, da das Moment J gar nicht von !’ abhingt.



69.] Moment einer Summe. 55

J(s) das Moment eines solchen Theiles, J(=2's) das Moment
des Inbegriffs aller Theile, so hat man:

aJ aJ(Z
L =20,  pz)=29,
daher, da man jedenfalls annehmen kann, dass fiir ¢ = — oo,
J(8) = J(2's) = o ist:
29) J(Zs) = 2 J(s).

Das Moment eines Inbegriffs mehrerer Stromtheile ist
also die Summe der Momente der einzelnen Theile.

Ist J(ds) das Moment eines Elementes ds und theilt man
dies noch in mehrere (n) kleinere gleich lange und gleich-
beschaffene Elemente do, so kann das Moment jedes do
gleich angenommen werden. Es ist also J(ds) = nJ(do),
d. h. es ist J(ds) proportional der Lénge ds, daher:

J(ds) = Eds,
wobei E eine endliche Grisse ist. Dies folgt tibrigens auch
schon daraus, dass nach Gleichung 29 das Moment eines
endlichen Stromes:
30) J(s) =S J(ds)
ist, wobei das Integral iiber alle Stromelemente zu erstrecken
ist, was nur unter der Bedingung, dass E im Allgemeinen
endlich ist, einen allzeit endlichen Werth liefert.

69. Sei ¥ irgend ein Parameter, welcher theils die
Position des Aufstroms, theils aber auch die solcher Korper
bestimmt, in welche die vom Aufstrome erzeugte Bewegung
iibergreift. Natiirlich wird méglicherweise auch noch die
Lage anderer Strome des Feldes durch diesen Parameter
bestimm€ sein.

Die Kraft K, welche auf % von aussen wirken muss,
um es constant oder in der durch die Gleichungen aus-
gedriickten Weise langsam veriinderlich zu erhalten, ist dann
nach Gleichung 6, Art. 31:

_ 81 1"34 _ ,8J(s) N,
K=—i=— 5o "o o
Hier rithrt das erste Glied von der Wirkung des Auf-
stroms auf sich selbst, das letzte von der Wirkung her, die

auf die iibrigen Strome des Feldes ausgeiibt wird. Die

J(dl} utpro-

J(s)=fJds,
J als Linien
integral.

Ponderomo-
torische Kraft
auf den Auf-

sirom.
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Wirkung des Feldes auf den Aufstrom, welche wir jetzt
einzig und allein betrachten und mit K(s) bezeichnen, ist
daher lediglich durch das zweite Glied bestimmt.

Ist die Stromintensitit 2’ im Aufstrome sehr klein oder
der Aufstrom nur ein unendlich kleines, daher verschwin-
dendes Element des ganzes Feldes, so verschwindet das
erste Glied. Es ist also dann die gesammte ponderomo-
torische Kraft, welche in Folge der Wirkung auf unseren
Aufstrom auf den Parameter k wirkt:

31) K@) =—120.

Wenn sich alle Parameter £ um 3k andern, ist daher die
gesammte Arbeit der ponderomotorischen Krafte

39) SE@ok=—Sr¥s— sy,

Da alle Strome in emander grelfen und das Zusammen-
wirken aller erst den Zustand des Feldes bestimmt, so lisst
sich eigentlich nicht scharf unterscheiden, welcher Theil der
auf k wirkenden ponderomotorischen Kraft von dem einen,
welcher von dem anderen Strome herriihrt, falls durch den
Parameter k& die Positionen mehrerer Strome gleichzeitig
bestimmt sind, allein wir wissen, dass, wenn wir den
Ausdruck 31 fir jedes Stromelement des Feldes bilden
(wo das frither besprochene erste Glied verschwindet) -
und dann alle so gewonnenen Ausdriicke K(s) addiren, wir
sicher die auf ¥ wirkende Gesammtkraft richtig erhalten.
In diesem Sinne eben wollen wir diesen Ausdruck als den-
jenigen Theil der Gesammtkraft betrachten, welcher von
unserem Strome geliefert wird. Daraus folgt natiirlich wieder:

KZs)=2K(s) und J(Zs)= ZJ(s).
Elektrokine: 70. Gleiches gilt von der gesammten lebendigen Kraft
sie des dur- oder, wie wir deutlicher sagen, von der elektrokinetischen
Energie des Systems; dieselbe ist :
Uaor
T= 261’+ 2al' ot al' e

Wir erhalten daher _]edenfalls wieder die gesammte

elektrokinetische Energie richtig, wenn wir den Ausdruck:
var _ b,
29l ~
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fir jeden der Strome resp. jedes der Stromelemente des
ganzen Feldes bilden und alle diese Ausdriicke zum Schlusse
addiren. Wir konnen jedem der Strome gerade diese elek-
trokinetische Energie I'A:2 zuschreiben und wollen dies
den Betrag nennen, welchen gerade dieser Strom zur elek-
trokinetischen Energie beitrigt, und mit T'(s) bezeichnen.

Dies ist freilich wieder in gewisser Beziehung will-
kiirlich, da ja die elektrokinetische Energie nur durch das
Zusammenwirken aller Stréme entsteht. Es lisst sich also
nicht strenge unterscheiden, welchen Beitrag jeder einzelne
Strom dazu liefert. Aber soviel ist wieder sicher: wenn
wir jedem Theile diese elektrokinetische Energie T(s) zu-
schreiben und dann die allen zugeschriebene elektrokine-
tische Energie addiren, so liefert die Summe die richtige
Gesammtenergie des Feldes. Es ist also:

ver U ’

Ist wieder entweder !’ sehr klein oder zihlen wir die
Elemente des Stromleiters einzeln auf, so dass s ein ein-
zelnes Element bedeutet, welches fiir sich allein jedenfalls
nur verschwindend wenig zum Gesammtcharakter des Feldes
beitragen kann, so verschwindet das erste Glied und es bleibt:

33) T(e) = £ 7 ().

Achte Vorlesung.
Eigenschaften des Momentes. Stokes’ Satz.

71. Sei das Moment irgend einer geschlossenen Curve s J ai Fu-
zu bestimmen, wobei natiirlich eine Umkreisungsrichtung (G,
derselben als die positive gegeben sein muss. Wir denken
uns eine beliebige ebene oder gekrtimmte Fliche ®, deren
Contur jene geschlossene Curve ist und zerlegen diese Fliche

in unendlich viele unendlich kleine Flichenelemente dx.
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Da jede im Felde liegende Curve ein Moment hat, so muss
auch die Contur jedes Flichenelementes dx ein bestimmtes
Moment haben, welches wir mit J(dx) bezeichnen wollen,
wobei natiirlich jedes dx in demselben Sinne, wie s um-
kreist werden muss. J(®) oder fJ(dx) sei die Summe der
Momente aller dieser in die Curve s eingezeichneten kleinen
Conturen. Nach Gleichung 30 kann man aber die Con-
tur jedes Flichenelementes dx wieder in sehr viele Linien-
elemente zerlegen und nach Gleichung

Fig. 17. 26 heben sich in der Summe fJ(dx) die
Momente aller im Innern der Curve s lie-

genden Linienelemente auf, da jedes

@@@ derselben einmal in dem einen, das an-

dere Mal im entgegengesetzten Sinne
durchlaufen wird; die Elemente aber,
welche in der Contur der Fliche @ lie-
gen, liefern zusammen J(s). (S. Fig. 17.)
Es lasst sich also J(s), ebenso gut,
wie durch das Linienintegral /J(ds), auch durch ein Fli-
chenintegral darstellen. Es ist:
34) J(s) = /I (dx), ,
woraus selbstverstindlich folgt, dass J(dx) unendlich klein
wie dx, also von der Form E’'dx sein muss, wobei E’
endlich ist, obwohl es, wenn als Linienintegral dargestellt,
in der Form eines Integrals erscheint, das iiber eine Curve
erstreckt ist, deren Linge klein von der Ordnung ds ist.

- Wenn J(s) als ein iiber die Fliche @ erstrecktes
Flichenintegral fE’dx ausgedriickt erscheint, soll es immer
mit J(®) bezeichnet werden, ein Werth, welcher natiirlich
alle Mal nur von der Contur der Fliche @ und dem
Sinne, in welchem diese gezogen gedacht wird, nicht von
der iibrigen Gestalt der Fliche & abhingt.

Jomponenten 72. Wir betrachten dieselbe geschlossene Curve, wie
J. (Come- im vorigen Abschnitte, beziehen sie auf ein rechtwinkliges
quens) Coordinatensystem und zerlegen sie in unendlich viele
Curvenelemente ds. Jedes derselben ersetzen wir durch

eine geradgebrochene Linie, deren drei Sticke dz, dy,

dz parallel den drei Coordinatenaxen sind, wihrend der An-
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fangspunkt des ersten und Endpunkt des letzten mit dem
Anfangspunkte und Endpunkte von ds zusammenfillt. (In
Fig. 18 fiir einen in einer der Coordinaten-Ebenen liegenden
Strom gezeichnet). Den Inbegriff aller dz, dy und dx
nennen wir die geradgebrochene Li-
nie s’. Sei s die Contur einer
Fliche ®, s’ die einer anderen
Fliche @', welche sonst itberall mit
@ zusammenfallen, nur am Rande
entsprechend der dort zu erfiillen-
den Bedingung unendlich wenig ab-
weichen soll. Es ist also dann:
J) =J(D), () =J(D).

Nun weichen aber die beiden
Flichen @ und @’ nur in Flichenelementen von einander
ab, deren Summe einen unendlich kleinen Flicheninhalt
liefert. Das Moment der unendlich kleinen Curven, die
aus den vier Elementen ds, dx, dy, d» bestehen, muss nach
dem Bewiesenen unendlich klein, wie der davon umschlos-
sene Flichenraum sein; daher muss auch das Moment der
Gesammtfliche, um welche ® und &’ verschieden sind,
unendlich klein sein und der Unterschied zwischen J(®)
und J(®’) verschwinden. Geht man daher zu wirklichen
Differenzialen tiber, so wird J(®) = J(®") und daher auch
J(s) = J(s).

Bei Berechnung des Momentes kann also jedes Linien-
element ds ersetzt werden durch seine drei Projectionen
dz, dy, dz auf die drei Coordinatenaxen.

Sind die Momente dieser drei Projectionen Fdz, Gdy,
Hdz, so ist also:

35) J(ds) = Fdz + Gdy + Hdx.

Fig. 18.

73. Da das Moment nur von der Natur des Feldes
und der Gestalt und Lage des Aufstroms abhiingt, so konnen
F, @, H iiberhaupt nur mehr von der Natur des Feldes
und der Lage des Punktes abhingen, durch welche das
Element ds gelegt wurde. Man kann also von jedem Punkte
des Feldes aus eine Gerade U ziehen, deren Projectionen

Momenten-
vektor.
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auf die drei Coordinatenaxen gleich den Werthen von F,
G und H in dem betreffenden Punkte sind. Diese Gerade
nennen wir den Momentenvector des betreffenden Punktes
und das Moment eines durch diesen Punkt gezogenen Linien-
elementes ds ist dann nach Formel 35:

36) J(ds) = Ads cos (U, ds).

74. Es soll jetzt speciell s die Contour eines unendlich
kleinen Flichenelementes dx sein und J(dx) nach Formel 30
und 35 berechnet werden. Damit keine Zweideutigkeit in
der Bestimmung der Umlaufsrichtung eintrete, soll unser
Coordinatensystem so gewihlt werden, dass die positive
y-Axe durch eine solche Drehung auf kiirzestem Wege in
die Lage der positiven z-Axe iibergeht, wie sie eine ge-
wohnliche rechtsliufige in der positiven X-Richtung in einer
fixen Mutter fortschreitende Schraube wmacht, also fiir ein
auf der positiven X-Seite befindliches Auge dem Sinne des

Uhrzeigers entgegen.?)
Fig. 19. Dasselbe soll fir die
Y beiden anderen Coordi-
natenaxen gelten, wenn
z, y und z cyklisch ver-
tauscht werden. Man
erhilt ein solches Co-
ordinatensystem, wenn
man die positive X-Axe
nach vorn, die positive
Y-Axe nach rechts, die
; positive Z-Axe nach
X, X xdx x oben zieht.
75. Liegt zunichst
das Flichenelement d» in der zy-Ebene Fig. 19, wo die
%x-Axe gegen den Beschauer hingerichtet zu denken ist, so

1) Maxwell schligt! (treat. on el. vol. I art. 22) vor, dies ein
Weincoordinatensystem zu nennen, da sich die Weinranke im selben
Sinne windet, wenn die positive Coordinatenaxe die aufsteigende
Stange ist. Das entgegengesetzte heisst dann , Hopfencoordinaten-
system.*
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reducirt sich J(dx) auf /(Fdz) + Gdy), was iiber die Contur
von dx, die krumme Linie der Fig. 19 zu erstrecken ist.

Sei z, der kleinste Werth von z, welcher einem Punkte R
dieser Contour zukommt, z, der grosste der dem Punkte S
zukommen soll, z und x + dz seien zwei beliebige Werthe
von x, von denen der erste den beiden Punkten 4 und D,
der letzte den beiden Punkten B und C der Contur zu-
kommt. Dann ist:

[Piz = [Fiz — [Pz,
RABS  RDOS
wobei F” irgend einen Werth des ¥ in dem oberen Theile
der Contur bezeichnet. Fassen wir das auf das Lingen-
differenziale 4B beziigliche Element des ersten Integrales
mit dem auf das Liingendifferenzial DC des zweiten beziig-
lichen zusammen und ebenso das auf jedes Langendifferenzial
beziigliche Element des ersten Integrals mit demjenigen
Elemente des zweiten Integrals, das sich auf das vertikal
dariiber liegende Lingendifferenzial bezieht, so wird:
%
[Piz = [(F— F)dz.
E

Wird die Ordinatendifferenz je zweier vertikal iiber-
einander liegender Lingendifferenziale mit 7 bezeichnet,
so ist:

oF
F=F+ KFrl

Da aber die ganze Contur nur unendlich klein ist,
80 kannd F': 0y fiir jeden Punkt derselben constant betrach-
tet und vor das Integralzeichen gesetzt werden. Da ferner:

j‘z;y dx gleich dem Inhalte dx der von der Contur um-

2,
schlossenen Fliche ist, so hat man:

dea;-— ——dz

Genau ebenso findet man:

dey___+ao
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daher:
G OF
37) J(s) = (3; - Fy-) dx.

76. Hieraus kann leicht der allgemeine Fall, dass
dx beliebig im Raume liegt, abgeleitet werden. Wir legen
dann drei neue Coordinatenaxen (die der &, 7, {), so dass die
beiden ersten dem dx parallel, die letzte darauf senkrecht
ist und sich gegen die angenommene Umkreisungsrichtung
von dx so verhalt wie die alte z-Axe zur Ueberfithrung
der positiven z-Axe in die positive y-Axe auf kiirzestem
Wege (dass die Umkreisungsrichtung eine Weindrehung um
die positive 0f-Richtung ist). Ausserdem sollen die drei
neuen positiven Coordinatenaxen gegeniiber den drei alten
congruent sein. (Es sollen wieder Weincoordinaten sein.)
Ist wieder A der Vektor, dessen Componenten F, G, H sind,
80 hat man zunichst:

[(Fdz + Gy + Hdz)= fds¥U cos (A, ds) = [(Pd§ + Wdy),
wenn @ und ¥ die Componenten des Vektors A nach der
neuen z- und y-Axe sind. Letzterer Werth ist aber nach
dem soeben bewiesenen gleich:
O o9
Ferner hat man bekanntlich, wenn die Cosinus der

Winkel je zweier Coordinatenaxen nach dem beistehenden
Schema bezeichnet werden:
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Substituirt man dies in den Ausdruck 38, so fallt
OF:0z, 0G:0y und 0H:0x ganz heraus, die Grosse:
36 _ oF
oz oy

erscheint mit (¢ — ') dx = y”dx = dv ') multiplicirt, wobei
di, dp, dv die Projectionen von dx auf die drei Coordi-
natenebenen sind. Fillt die Umkreisungsrichtung von dx,
sobald es um einen spitzen Winkel in die yx-Ebene gedreht
wird, mit derjenigen Drehung um O zusammen, welche die
positive y-Axe auf kiirzestem Wege in die positive z-Axe
iiberfithrt, ist also y” positiv, so ist auch dv positiv, sonst
negativ zu bezeichnen. Da die iibrigen Glieder des Ausdrucks
388 durch cyklische Vertauschung aus dem eben betrach-
teten folgen, so ergiebt sich schliesslich:
39) { J(8) = J(d%) = [(Fdz + Gdy + Hdz)

= adA + bdp + odv = Bdx cos (B, n), wobei:
40) o=3H 206 _0oF °H =, 06 JoF

dy 9z’ dx 9z’ dz  dy
aus einem uns noch freilich verborgenen Grunde die Com-
ponenten der magnetischen Induktion genannt werden sollen.
Die Gleichungen selbst sollen die Gleichungen der magne-
tischen Induktion heissen, und zwar nach ihrer Ableitung
die Stokes’schen. (Das Wort Influenz wire freilich im Ge-
gensatz zur faradischen Induktion passender.) B ist der
Vektor (Induktionsvektor), dessen Projectionen auf die drei
Coordinatenaxen gleich a, b, ¢ sind. Die nach derselben Seite,
wie frither 0f gerichtete Normale zu dx wurde jetzt mit »
bezeichnet. Umschliesst s eine endliche Fliche, so wissen
wir bereits, dass J(s) die Summe aller J(dx) Flichenelemente
derselben ist, also:

J(8) = f(Fdx + Gdy + Hdz) = [J(dx)

{= [(adi + bdp + cdv) = S Bdx cos (B, n).

Will man diese Gleichung lieber rein geometrisch, aus
der Gleichung 37 ableiten, so verfahre man wie folgt: Man
construire ein unendlich kleines Tetraéder, von dessen Kan-
ten drei, die sich in der Spitze 0 treffen, den drei Coordi-

41)

1) Kirchhoff, Vorlesungen iiber math. Physik 3. Aufl. 8. 41 u. 42.
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natenaxen parallel sind; die 0 gegenitberliegende Fliche des
Tetraéders sei dx, die anderen drei Seitenflichen di, du,
dv. Man sieht sofort, dass J(dx) = J(dA) + J(dp) + J(dv)ist,
da sich in der letzten Summe die Integrale ither die in 0
zusammenstossenden Tetraéderkanten aufheben. Berechnet
man J(d2), J(dp) und J(d») nach Formel 37, so hat man
sofort die Formel 39) fir das Tetraéder. Man kann aber
. jede von irgend einer Curve s umschlossene
Fig. 20. Fliche @ in lauter Dreiecke zerlegen, welche
G, (. die Eigenschaften des obigen Dreiecks dx
haben (Fig. 20). Man lege unendlich viele
Ebenen in unendlich kleinen Abstéinden pa-
rallel der zy-Ebene. Diese sollen die Flache
p./lJp, @ der Reihe nach in den Curven C, G,
Cy ... schneiden. Durch einen Punkt P,
auf G, lege man zwei Ebenen parallel der zz-
und yz-Ebene; diese schneiden im Ver-
eine mit der Curve C, ein Dreieck aus der
Fliche s aus; sie sollen die Curve C, in P, und P, schneiden.
Man legt dann wieder durch P, eine der yz-, durch P; eine
der zz-Ebene parallele Ebene; schneiden diese die Curve C,
in P, und P, so legt man wieder durch P, eine der zz-, durch
P, eine der yz-Ebene parallele Ebene u. s. f. So wird die
Fliche @ in lauter Dreiecke von der gewiinschten Form zer-
legt und man erhilt auch die Gleichung 41.

Will man hinwiederum die Gleichung 39 ohne den
Umweg itber die Gleichung 37 ableiten, so lege man dx
so im Raume, dass die im oben definirten Sinne dazu ge-
zogene Normale » mit den drei positiven Coordinatenaxen
spitze Winkel bildet (Fig. 21). Man zeichne auch die Pro-
jectionen dv und dA von dx auf die zy- und yz-Ebene;
endlich lasse man eine Ebene E parallel der zx-Ebene fort-
wandern; ihre y-Coordinate sei y,, wenn sie die Contur
von dx zum ersten Male berithrt, ¥, wenn ihr Durchschnitt
mit der Contur wieder aufhért; in zwei Zwischenlagen, die
einander unendlich benachbart sind, aber habe sie die
y-Coordinaten y und y + dy. Wir nennen daher diese Lagen
kurz die Lagen y und y + dy. Die Ebene E schneide in

Py

P P,
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der Lage y die Contur von dx in den Punkten 4 und B.
Es ist nun:

} 4
J@dy = [(Gs — G.a)dy.
Yo
Habe 4 die Coordinaten z, y, » dagegen B die Coordinaten
z+ & y, x— L; 8o ist also:
' Gp = GA+§%‘§‘_€%£

X
Y1 %
Xes G G G
dey=Ef§dy—Ef§dy=a—zdv— % an.
Yo Yo

Da fHdx und fFdz durch cyklische Vertauschung gewonnen
werden, so ist hiermit die Formel 39 erwiesen. Die For-
meln 39 und 41

gelten mit unveriin- Fig. 21.

dertem Zeichen fur n
Hopfencoordinaten ,
wenn in denselben
die Hopfendrehung
als positive Drehung
gewihlt wird, d. h.
also die Drehung
von der positiven z-
Axe auf kiirzestem
‘Wegegegen die posi-
tive y-Axe (also von
der positiven z-Axe
gesehen im Sinne
des Uhrzeigers; ent-
gegen einer gewdhn-
lichen Schraube, die
in einer fixen Mut-
ter in Richtung der wachsenden x fortschreitet). Natiirlich
muss dann auch die Normale n so gelegt werden, dass,
wenn sie eine Hopfenstange und dx der Erdboden wire, die
Drehung der Hopfenranke die gewihlte Umkreisungsrichtung

von dx wire. Wir aber wollen uns, entgegen sonstiger
Boltzmann, Vorlesungen, 5

daher:

da
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Miinchener Art, hier unter Verschmahung des Hopfens stets
an den Wein halten.

Ich bemerke noch, dass unsere Beweise rein geome-
trische waren, dass also in Gemissheit der Gleichungen 39
und 41 die Relation:

| [ (Piz + Gdy + Haz) = [ax [(‘;—f —25) cos (na)

oF 0H 4G OF
+

42)
P E‘) cos (ny) + (-ﬁ - 7’—.'7) cos (nz)]

stets besteht, wenn F, @, H beliebige ' Funktionen von =z,
y, %, ferner dx ein beliebiges Flichenelement und » seine
Normale ist und die Integration fiir Weincoordinaten wein-,
fir Hopfencoordinaten hopfenwendig itber die Contur von dx
erstreckt wird.

77. Da ich die vorliegende Theorie die Maxwell’sche
nannte, muss ich es entschuldigen, wenn ich im folgenden
von Maxwell’s Wege abweiche. Dieser betrachtet nimlich

nun sogleich den Magnetismus, wo-

Fig. 22. durch es den Anschein gewinnt, als

X ob derselbe als ein von der Elektri-

citéit verschiedenes Agens betrach-

tet wiirde. Um jeden derartigen

Schein zu vermeiden, wollen wir

dagegen zuniichst bloss von Sole-
noiden sprechen.

Wir dachten uns bisher die
kleinen Strome dx so angeordnet,
dass sie mit ihren Conturen an-
einanderstossen. Wir wollen jetzt
eine andere, die perlschnur-, rosen-
kranzartige oder solenoide Anord-
nung derselben betrachten. Sei eine
beliebige Curve SN Fig. 22 durch
beliebig viele #dquidistante Punkte
(4, B, C.), von denen » auf die

Lingeneinheit entfallen, in sehr kleine Elemente dS = AB
= BC... = 1:v getheilt. Kine gleiche Zahl congruenter
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Scheibchen von sehr kleinem (nicht vielleicht gerade unend-
lich kleinem) Flécheninhalte dx werde so angeordnet, dass alle
senkrecht zur Curve und ihre Schwerpunkte in 4, B, C...
liegen. Die Contur eines jeden Scheibchens werde von einem
elektrischen Strome von der (fir jedes Scheibchen gleichen)
Intensitét I’y durchflossen, und zwar weinwendig, d. h. da
wir uns die Curve SN (und ebenso ihre Li#ngenelemente
dS) von S gegen N gerichtet denken, dem Sinne des Uhr-
zeigers entgegen, wenn das Auge vom Punkte N auf die
Scheibchen blickt.

Das ganze System heisse das Solenoid S, welcher Buch-
stabe zugleich die Linge der Mittellinie SN des Solenoides
bezeichnet. . Befindet sich dasselbe in einem beliebig ge-
gebenen elektrischen Felde, so ist das Moment des Stromes,
welcher ein Scheibchen umkreist nach Formel 39 d. vor. Art.:

J(dx) = dx[acos(dS,z) + bcos(dS, y) + ccos(dS, z)).
Bezeichnet man die Projectionen des Elementes dS der
Mittellinie auf die drei Coordinatenaxen mit dz, dy, dxz,
80 ist wegen dS=1:v»

J(dx) = vdx(adz + bdy + cdx).
Das Moment des ganzen Solenoides ist nach Gleichung 29
Art. 68:
43) J(8) = vdxf(adx 4 bdy + cdx),
wobei die Integration von dem Anfangspunkte S bis zum
Endpunkte N der Mittellinie zu erstrecken ist.

Es ist wichtig zu bemerken, dass a, b, ¢ bloss von
der Beschaffenheit des Feldes, in welchem sich das Sole-
noid befindet, dagegen die iibrigen Grdssen bloss von der
Beschaffenheit des Solenoides abhiingen, bis auf J, worin
beiderlei Grossen gemischt vorkommen. Setzen wir:

44) Sadz 4 bdy + cdz) = ¢,
also:

0 0 0
45) a=a—‘:,b=£,c=a—r,

so wird auch ¢ bloss von der Natur des Feldes, dem an-
genommenen Anfangswerthe und, wenn es kein vollstindiges
Differentiale sein sollte, vom Integrationswege abhiéngen.
Es ist dann einfach: J(S) = v pdx.

5*
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il 78. Multiplicirt man diesen Ausdruck mit — !’ und diffe-

dufgeachios- rentirt partiell nach den Coordinaten, welche Gestalt und

wirkt keine Lage der Mittellinie des Solenoides bestimmen, so erhilt
man nach Gleichung 31 Art. 69 die ponderomotonschen
Krafte, welche im gegebenen Felde auf das Solenoid wir-
ken. Wir nehmen nun als durch die Erfahrung gegeben
an, dass auf geschlossene Solenoide, d. h. auf solche, fiir
welche die beiden Punkte N und S zusammenfallen, in
einem homogenen Medium niemals eine Kraft wirkt, wenn
die Strome des Feldes nicht durch die Scheibchen des So-
lenoides hindurchfliessen. Daraus folgt also, dass alle
Differentialquotienten von ¢ nach allen, Gestalt und Lage
der Mittellinie bestimmenden Variabeln Null sind; dass ¢
fir ein geschlossenes Solenoid eine von Gestalt und Lage
der Mittellinie vollkommen unabhéngige Constante ist.

Wenn die Mittellinie des Solenoids nicht von den dem
Felde angehorigen elektrischen Stromen umschlossen wird,
so muss diese Constante gleich Null sein. Denn dann kann
das Solenoid, ohne Stréme des Feldes zu durchkreuzen, in
unendliche Entfernung gebracht werden. - Wir nehmen aber
an, dass in unendlicher Entfernung jede Wirkung des Fel-
des aufhort, dass also dort J, welches ja nach seiner De-
finition die Wechselwirkung zwischen Feld und Solenoid
misst und nur Glieder enthilt, die von dem Zusammen-
wirken beider abhéingen, Null ist. Wire das Solenoid ganz
in einer von Elektricitdt durchstromten Schale eingeschlossen,
80 konnte ohne erhebliche Storung des Feldes in diese immer
ein unendlich kleines Loch gemacht werden, durch welches
das auf eine einzige Linie zusammengeschobene Solenoid
hinaus und in unendliche Entfernung gebracht werden
konnte.

Wird dagegen die Mittellinie des Solenoids von einem
oder mehreren Stromen des Feldes umschlossen, so kann
dasselbe nicht ohne Zerreissung oder Durchkreuzung in
unendliche Entfernung gebracht werden; dann braucht ¢
nicht gleich Null zu sein, bleibt aber noch immer con-
stant, wenn die Mittellinie ihre Gestalt beliebig #ndert,*
so lange nur keiner der Strome des Feldes durchkreuzt wird.
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Daraus folgt nach bekannten Sitzen der Theorie der
Differentialausdriicke, die besonders in der Theorie com-
plexer Funktionen Anwendung finden, dass d¢ in jedem
Raume, der nicht von den elektrischen Stromen des Feldes
durchsetzt wird, ein vollstindiges Differentiale ist und ¢
selbst eindeutig bleibt, solange nicht durch den Integra-
tionsweg Strome des Feldes umfasst werden.

79. Ist das Solenoid ein ungeschlossenes, so werden
also bloss Kriifte vorhanden sein, welche auf seinen An-
fangspunkt und Endpunkt wirken; auf alle anderen Va-
riabeln, welche bloss den Verlauf der Mittellinie zwischen
diesen beiden Punkten bestimmen, werden keine Kriifte
wirken. Bezeichnen wir den Werth von ¢ fiir den Punkt
N mit keinem Index, den fiir den Punkt S aber mit einem
Striche, so wird nach Gleichung 43 fiir ein homogenes
Medium:

J(8) = vdx(p—g).
Sind z, y, # die Coordinaten des Punktes N und X, Y, Z die
Componenten der auf diesen Punkt im Felde wirkenden
Kraft und setzt man das Produkt
46) vigdx = m,
8o findet man also:
4 X=-m®, v= _m%‘;, Z=—m2
oder nach den Gleichungen 45:
48) X=-—ma, Y= —mb, Z= — me.
Dieselben aber gerade entgegengesetzt bezeichneten Aus-
driicke gelten fir das andere Ende S des Solenoides.

Wir konnen jetzt N als den Nordpol des Solenoides
und m als die Intensitiit dieses Nordpols bezeichnen. Es
ist die Menge Nordmagnetismus, welche daselbst concentrirt
gedacht werden miisste, um die Wirkung des Solenoids zu
ersetzen. Kine gleiche Menge Siidmagnetismus miisste na-
tirlich in S concentrirt gedacht werden. Durch die Zahl
m ist das Solenoid vollkommen charakterisirt. Alle Sole-
noide, fir welche » und die Lage der beiden Enden die-
selbe ist, verhalten sich in allen ihren Wirkungen voll-
kommen gleich.

Krifte auf
offene Sole-
noide.
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80. Der Fall, wo die Mittellinie des Solenoids von
elektrischen Stromen umschlossen wird, also ¢ mehrdeutig
ist, bedarf einer niheren Erliuterung. Wir denken uns
da zunichst einen unendlichen geradlinigen Strom (Fig. 23)
AB von der Intensitit !’ und der Richtung von 4 gegen
B und in der Entfernung r davon den Nordpol N eines

Solenoides von der Intensi-

Fig. 23. tat m, wahrend sich der
Siidpol des Solenoides in
so grosser Entfernung be-
findet, dass er keine be-
merkbare Einwirkung er-
fahrt.

Wir nehmen als durch
die Erfahrung gegeben an,
dass die Kraft P, welche
ein solcher Strom auf den
Solenoidpol ausiibt, erstens
der Intensitiat des Stromes?’,
zweitens der Intensitit m des
Solenoidpols  proportional,

dnttens der Entfernung beider » verkehrt proportional ist und
viertens auf der Ebene 4 BN senkrecht steht und ihrem Sinne
nach durch die bekannte A mpére’sche Schwimmerregel de-
finirt ist. Der Nordpol wird also weinwendig, d. h. wenn das
Avuge von B aus darauf blickt, dem Uhrzeiger entgegen um
den Strom herumgedreht. Diese Gesetze wurden von Biot
und Savart (freilich fir einen Magnetpol) experimentell ge-
prift. Wir sefzen daher, um mit Maxwell’s Bezeichnung
der Constante in Einklang zu bleiben:
P=2uml :r.

Es ist nun die Arbeit zu berechnen, welche geleistet
wird, wenn der Strom fix ist, aber der Solenocidpol eine
beliebige geschlossene Curve NQRU Fig. 23 beschreibt.
Sei NQ ein Element dieser Curve, N'Q’ dessen Projection
auf eine Ebene, welche durch einen beliebigen Punkt O
des Stromes senkrecht zu diesem gezogen ist und N'T | ON'.
Dann hat N'T die Richtung der Kraft P und es ist die
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Arbeit, welche vom Solenoidpole auf dem Wege NQ ge-
leistet wird:
PXNT=2uml X &N OT.
Beschreibt daher N eine geschlossene Curve, so ist die
Arbeit gleich Null, wenn diese den Strom nicht umfasst,
dagegen 4z uml’, wenn sie den Strom einmal weinwendig
umschlingt. Es ist noch zu bemerken, dass dies die Arbeit
ist, welche bei Bewegung des Pols in sichtbare lebendige
Kraft oder in Arbeit gegen die die Bewegung verlang-
samenden Aussenkrifte verwandelt, also der Energie des
Mediums entzogen und durch die galvanische Batterie wieder
nachgeliefert wird, die den Gegeninduktionsstrom in 4B
sufheben muss,

Neunte Vorlesung.
Elektrische Strome in Korpern.

81. Wir gehen nun wxeder zur Betrachtung eines vollig
neuen Falles itber. Wir setzten bisher immer nur lineare
Stromfaden voraus. Wir wissen aber, dass auch riumliche
dreidimensionale Kérper von Elektricitit durchstrdmt wer-
den konnen; ja dass das letztere sogar der einzig praktisch
realisirbare Fall ist, der sich dem eines linearen Strom-
fadens nur mehr oder minder n#hern kann.

In einem solchen riumlich ausgedehnten, von Elektri-
citdit durchstromten Korper hat aber die elektrische Stro-
mung an jeder Stelle eine bestimmte Richtung, und weder
diese noch die Intensitit der Strémung #ndert sich sprung-
weise (hochstens mit Ausnahme verschwindend weniger
Stellen), so dass wir fiir alle unmittelbar benachbarten
Punkte Stromrichtung und Intensitit im Allgemeinen gleich
voraussetzen kénnen. Wir konnen uns die Sache dann immer
so denken, als ob der Kérper von unendlich vielen unend-
lich dicht aneinander liegenden Stromfiden durchzogen

.S'Mimmg
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wiirde, deren jeder die frither einzelnen Stromfiden bei-
legten Eigenschaften besitzt.

Wir legen durch einen Punkt P des Koérpers ein un-
endlich kleines Flichenelement dg Fig. 24 senkrecht zu
den Stromfiden. Mdq sei die Zahl der Stromfiden, welche
durch dq hindurchgehen, I’ die Stromintensitit in einem

einzelnen derselben. Wir kénnen

Fig. 24. also M als die Zahl der Stromfiden

bezeichnen, die durch die Einheit

\ des Querschnittes normal hindurch-

gehen, oder besser gesagt, hindurch-

gehen wiirden, wenn der Strémungs-

zustand, der gerade im Punkte P

herrscht, in einem endlichen Theile

des Korpers gleichmissig herrschen

wiirde. Das Produkt M!’ nennen

tromdichtig- wir die Stromdichtigkeit im Punkte P. Da wir uns den

= elektrischen Strom nicht nothwendig als Strom eines

. Fluidums denken, wollen wir es noch als eine beson-

. Hypothese. dere Hypothese auffassen, dass mehrere unendlich nahe
uperpos. der " . . .

Pirkung wn- parallele Stréme einem einzigen #quivalent sind, dessen

sirome.  Intensitéit gleich der Summe ihrer Intensitéiten ist. Freilich

wire ohne diese Hypothese die Aufstellung von Formeln

fur rdumliche Strome kaum méglich. Theilt sich dann ein

Biischel von Stromfiden, die anfangs unendlich nahe waren,

in zwei getrennte Biischel, so haben wir den Vorgang der

Stromverzweigung.

82. Wir denken uns nun einen Solenoidpol an die be-
treffende Stelle gebracht und berechnen nach zwei Methoden
die Arbeit 4, welche derselbe leistet, wenn er eine beliebige
unendlich kleine, in einer Ebene liegende, durch den Punkt
P gehende geschlossene Curve o in einer bestimmten Um-
kreisungsrichtung durchliuft. Durch Gleichsetzung beider
Werthe von 4 gewinnen wir dann drei Gleichungen.

Die Arbeit, welche bei der Bewegung durch ein Lingen-
element d o der Curve geleistet wird, ist nach Formel 32 Art.69:
49) A= —1,dJS),
wobei dJ(S) die Veridnderung ist, welche das Moment des

NV
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Feldes J(S) auf das Solenoid erfihrt, wenn der Pol die
Strecke do zuriicklegt. Wir denken uns nun im Korper
einen den Punkt P umschliessenden Cylinder Z construirt
(Fig. 24), der zwar auch unendlich klein, aber unendlich
gross gegeniiber der Curve o ist. Seine Axe soll die Linge
ds haben und parallel den Stromfdden sein. ds soll sehr
gross gegeniiber den Querdimensionen des Cylinders und
diese wieder sehr gross gegeniiber der Curve o sein.

Wir theilen 4 in zwei Summanden B und C; B soll
diejenigen Glieder der Gleichung 49 enthalten, die von
allen ausserhalb des Cylinders liegenden Stromtheilen her-
rihren, also die Arbeit darstellen, welche gegen die von
imen ausgeiibten Kriifte geleistet wird. C dagegen be-
zieht sich auf die innerhalb des Cylinders liegenden Strom-
theile.

Wir konnen uns die Mittellinie des Solenoids dabei
beliebig biegsam und ausserhalb des Cylinders Z bei der
Arbeitsleistung 4 immer nur sich in sich selbst verschie-
bend denken. Dann wird also keiner der ausserhalb Z
ligenden Stromtheile vom Pole umkreist; es ist keine Ver-
anlassung zu einer Discontinuitit oder Mehrdeutigkeit des
Integrales 44 fir diese Strome vorhanden. Daher ist fiir
sic Anfangs- und Endwerth von J(S) gleich und der Aus-
druck 49 (vgl. Gleichung 43) tiber die geschlossene Curve o
integrirt liefert fiir sie den Werth Null. Es ist also B =o.

Bei Berechnung von € aber kann man jeden innerhalb
des Cylinders Z liegenden Stromfaden als Gerade und un-
endlich lang betrachten. Es ist also nach dem am Schlusse
der vorigen Vorlesung Gefundenen die Arbeit ebenfalls
gleich Null fiir alle Stromfiden, welche nicht durch die
Curve ¢ hindurchgehen. Fiir alle Stromfiden zusammen-
genommen, welche hindurchgehen, ist die Arbeit
50) C=A=4npumMldgq.

Man wiirde noch einfacher zum Ziele gelangen, wenn
man sich bei Ableitung dieser Formel auf neuere Versuche
von Joubin?) beriefe, welcher direct die Krifte experimen-

1) Joubin, Compt. rend. der Par. Akad. Bd. 110 p. 231.
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tell bestimmte, die auf einen in durchstromter Kupfersulfat-
l6sung tauchenden Magnetpol wirken. Da aber diese Ver-
suche weniger bekannt sind und ihr Resultat auch vielleicht
weniger zweifellos feststeht, so zog ich es vor, von den
Versuchen Biot’s und Savart’s auszugehen.
82. Wir bezeichnen nun die drei Grossen:
51) w=M'cos(l, ), = v=Mlcos(l, y),
w = Ml cos (I, z),
(wobei U die Richtung der positiven Stromung ist, die mit
der Cylinderaxe ds zusammenfillt), als die Componenten
der Stromdichte im Punkte P, ferner den von der Curve ¢
umschlossenen Flicheninhalt mit d», endlich die Normale
zu dieser Curve mit n. Der Sinn dieser Normalen ist wieder
so zu wihlen, dass die angenommene Umkreisungsrichtung
der Curve o die weinwendige ist. Es ist dann:
dq = dxcos (I', n) = dx [cos (I, z) cos (n, ) + cos (', y) cos (n,y)
+ cos (', z) cos (n, 2)].
Daher liefert Formel 50:
52) A = 4mpmdx[ucos(n, x) + vcos(n, y) + w cos (n, z)].
Nun wollen wir die Grosse 4 nach der zweiten Methode
berechnen, indem wir die Krifte X, ¥, Z, welche auf den
Solenoidpol wirken, den Gleichungen 48 entnehmen. Da-
mals wurde (siehe Gleichung 46 und 47) gesetzt:

, 8J1 , .80
X= 1200~ 20,

Die letzte Gleichung folgt aus dem am Schlusse des Art. 64
Gesagten. C ist die in der vierten und fiinften Vorlesung
8o bezeichnete Griosse. Aus Gleichung 19 Art. 50 und dem
unmittelbar nach ihrer Entwickelung Gesagten folgt, dass
— Xdz — Ydy — Zdx die der elektrokinetischen entnom-
mene, in sichtbare verwandelte Energie ist. Substituiren
wir in diesen Ausdruck die Werthe 48 und integriren wir
iber die Curve o, so erhalten wir:
A = mf(edx + bdy + cdz).

Da, wie wir bereits bemerkten, die Formel 42 Art. 76

immer gilt, wenn darin F, G, H beliebige Funktionen von
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2,4, x sind, so konnen wir daselbst auch a, b, ¢ fir F, H, G

substituiren, und erbalten:
de 14 de

A=mdx[(@ - Bi) cos (n,z) + (g—: - 35:) cos (n, y)
+ (g—z - g—;) cos (n, z)],

Setzen wir dies dem Ausdrucke 52 gleich und be-
denken, dass die Gleichheit fir ganz beliebige Werthe der
Cosinus gelten muss, so erhalten wir die drei Glei-
chungen

de ab 4 da de

dnpu=75 — g2 TEV= 51 T oz
58) ab da 1
47:pw=55 - 6_31)

83. Es handelt sich noch darum, auch die Bedeutung
der iibrigen Grossen bei der Stromung in korperlichen Lei-
tern zu fixiren. Wenn wir zuniichst zur Gegenkraft der
Bewegungshindernisse iibergehen wollen, so haben wir strenge
zwischen Leitern und Dielektricis zu unterscheiden. Da
das Wort ,,Widerstand* leidér zur Bezeichnung des mit
bezeichneten galvanischen Leitungswiderstandes gebriuchlich
ist, so milssen wir uns wohl hiiten, statt ,/Gegenkraft der
Bewegungshindernisse* ebenfalls das Wort , Widerstand*

) Das bisher Gesagte gilt nur im homogenen isotropen Medium.
Eine an verschiedenen Stellen verschieden concentrirte Eisenchlorid-
lisung giebt ein Beispiel eines inhomogenen isotropen Mediums. Ver-
suche in solchen Medien liegen noch gar nicht vor. Am ersten kann
man noch aus den Grenzbedingungen, die fiir Trennungsflichen zweier
verschiedener Korper gelten, also gewissermasssen durch Umkehrung
der Methode, welche die Grenzschichten als diinne, aber continuirliche
Uebergiinge betrachtet, auf das Verhalten solcher Medien einen Schluss
zehen. So viel ist sicher, dass geschlossene Solenoide, welche anuch
im Innern von einem inhomogenen Medium erfiillt sind, Krifte nach
Aussen ausiiben wiirden und dass daher die einfachste Verallgemei-
nerung unserer Gleichungen darin besteht, dass wir fiir solche Medien
setzen:

l4,~m = M_a_(;”_l‘), dnp = ﬂgt_ﬂ)_a(g:,u) ,
54) y P o . x p
l | 4nw = —(a—'x&)-__(;?;‘_)_ .

Stromglei-
chungen.
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zu gebrauchen, weil sonst Verwechslungen dieser, wie schon
im Artikel 43 auseinandergesetzt wurde, total verschie-
denen Grdssen unvermeidlich wiren.

Betrachten wir zunichst einen Leiter: daselbst ist die
Gegenkraft der Bewegungshindernisse in einem einzelnen
Stromfaden W = w!’. Wir setzen voraus, dass sich gerade
80, wie es fir die elektromotorischen Kriifte schon durch
die dritte Hypothese Artikel 61 bedingt ist, auch diese
Gegenkraft aus unendlich vielen Summanden zusammensetzt,
von denen je einer I’dw von je einem Elemente ds des
Stromfadens herriihrt, und dass dann die in der vierten
und fiinften Vorlesung entwickelten allgemeinen mechanischen
Beziehungen nicht bloss fiir jeden Stromfaden als Ganzes,
sondern auch fiir jedes Element ds desselben gelten. Dann
ist also:

’ de 500,
W= fz do = [57 M. |
Den Werth von MI° erhiilt man, wenn man die Gleichungen

51 der Reihe nach mit cos (', ), cos (I', y), cos (I, z) multipli-
cirt. Es folgt dann:

f 37 (w08 (', 2) + veos (', 9) + weos (I, #)]-

Seien ferner §, 5, { die Componenten der #Husseren
Krifte, welche die Bewegung der Elektricitit in dem Ele-
mente ds unseres Stromfadens antreiben; dann ist die Kraft,
welche in der Richtung von !’ wirkt,

Ecos (', ) + neos(l', y) + Lcos (V) ),
daher die Gesammtkraft im Stromfaden:
[[Ecos (Y, ) + neos(V, y) + Lcos (U, %)).

Endlich ist nach Formel 30 und 35 Art. 68 und 72:
J(s) = fds[Fcos(l’, ) + Gcos(l, y) + Hcos (I, z)].
Wenn keine sichtbare Bewegung der ponderablen Korper

eintritt, wird also:

aJ dF , dG , dH ’
d?)=fd8 [—cos(l @) + 7 cos (U, y) +Wcos(l,x)] .
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Die Gleichung 28 Art. 67 liefert daher:
f [&cos (', z) + ncos (I, ) + Lcos (¥, %)]

, dH ,
—fds[dtcos(l a:)+ 37 cos(l )+Wcos(l,z)]

+f7 [wcos (!, z) + vcos (', y) + wcos (I, 2).

Nach den gemachten Annahmen muss die obige Gleichung

fir alle Elemente ds einzeln erfiillt sein; es muss also zu-

nichst sein:

§=Xds, =Y, ds, { = Z ds,

wobei X,, Y,, Z, endliche Grossen sind und die Componen- Componenten
ten der (he galvamsch geleitete Stromung im betreffenden nischen Zrarr.
Punkte des Korpers antreibenden #usseren elektromoto-

rischen Kraft (Chemismus, Thermoelektricitit) darstellen.

Ferner muss sein

dow = Mgs,

wobei die endliche Grosse C die specifische Leitungsfihig- specifuche
kit des Korpers im betreffenden Punkte heissen soll. faigees
Diese Formel zeigt zugleich, dass der galvanische Wider-
stand dw des Elementes des Stromfadens der Linge ds
desselben direct und dem Querschnitte verkehrt propor-
tional ist, da ja M Stromfiiden auf die Querschnittseinheit
entfallen und folglich 1 : M als Querschnitt eines Fadens zu
betrachten ist.

Die Anwendung der Gleichung 55 auf ein einzelnes
Element liefert nach Substitution dieser Werthe:

daF dG dH
) w=0(X, —G)» v=0(%=F), w=0(z =)

84. Fir die in der Zeit d¢ in einem Stromfaden von e
der Liange ds entwickelte Joule’sche Wirme liefert die Fotumele.
Gleichung 17 (Art. 50): mente.

dwl’'?dt =

Mdsl'za‘t

Das Volumelement von der Linge ds und dem Querschnitte
dq, also dem Volumen dqds=dr enthilt Mdg solcher
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Fiaden, daber ist die darin wihrend der Zeit d¢ entwickelte
Joule’sche Wiarme Mdgmal so gross, also gleich:

57) d1=u—‘éi—'l”5t= d’ci"(u’+v’+w’).

(iktrokine. Die elektrokinetische Energie in einem KElemente ds
eines Volum- eines Stromfadens ist nach Gleichung 33 (Art. 70):

elementes.

4 J(6) = £ ds[Feos (', @) + Geos (¥, 3)+ Heos (1, 2],

die im Volumelemente dz von der Liinge ds und der Quer-
schnitte dg also:

dE = %I— dr [Fcos (I, ) + Gcos (!, y) + cos (I, z)]
58) de
= 2—(uF+vG+wH).
Componenten 85. Genau so nehmen wir in einem Volumelemente dz
rischen Po- YOI der Lénge ds und dem Querschnitte dg eines Dielek-
“* tricums Mdg parallele, durch Aenderung einer dielektri-
schen Verschiebung ! entstehende Stréme an. Nur ist
jetzt die Gegenkraft der Bewegungshindernisse W dem un-°
differentiirten ! proportional. Wir miissen daher setzen:
59) Micos(l,z)=f, Micos(l,y)=g, Micos(l, z)=h;
1, 9, k sollen die Componenten der dielektrischen Polarisa-
Beibunguelek- tion der Volumeneinheit heissen. Wir wollen ferner die
kraft.  Componenten der im Dielektricum wirkenden #usseren elek-
tromotorischen Krifte mit X, Y,, Z, bezeichnen und sie die
Componenten der reibungselektromotorischen Krifte nennen,
womit wir nicht etwa behaupten wollen, dass im Dielektri-
cum nur durch Reibung Elektricitit erregt werden konnte,
ja nicht einmal, dass iiberhaupt die mechanische Reibung
die eigentliche Ursache der Elektricititserregung daselbst
sei.)) Diese drei Grossen treten in der Gleichung 55 an
die Stelle von X,, Y;, Z;; an Stelle von u, v, w tritt
‘ af  dg_ dh, ‘
at’ di¢  dt’
1) Um dies sowie schwerfiillige Wortzusammensetzungen zu ver-
meiden und gleichzeitig einen sicher Wiirdigen nach beliebten Mustern

zu feiern, kénnte man dem Galvanismus den Guerikismus gegeniiber-
stellen und X, ¥,, Z, die guerikischen Krifte nennen.
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endlich an Stelle von C eine andere Constante k: 4%, welche Diclektrisi-
wir die Dielektrisirungszahl oder Dielektricitatsconstante e
nennen wollen. Gerade so, wie wir aus der Gleichung 55

die Gleichungen 56 gewonnen haben, so ergeben sich jetat

die folgenden Gleichungen:

d aG
4“f=k(X’—W ’ 4”g=k(Y’_dt)’ Dielektrisi-
rungaglei-

anh=k(24-57). emgen

Fir die Energie der dielektrischen Polarisation im Dnergie der
Volumelemente dr aber ergiebt sich aus der Gleichung 18 Polarisation
(Art. 50): Tumelemente.

lumelemente.
61) dl =" (1 4 g ),
Es ist hierbei noch wohl zu bemerken, dass im Dielektri-
cum die Stromcomponenten u, v, w immer- die Werthe
d d dh

62) & @ @
haben, welche Werthe namentlich auch, sobald es sich um
ein Dielektricum handelt, in den Stokes’schen Stromgleichun-
gen 53 und 54 Art. 82 substituirt gedacht werden miissen.

86. Selbstverstindlich giebt es zwischen reinen Leitern 7. Hypothese.
und reinen Isolatoren Zwischenstufen, sogenannte Halbleiter ,m
oder besser gesagt, leitende Dielektrica; denn die wesent- Dietcktrioum:
lichste Eigenschaft derselben besteht weniger in ihrem zu-
meist sehr grossen Leitungswiderstand, sondern vielmehr
darin, dass neben der elektrischen Leitung sich darin auch
dielektrische Polarisation bemerkbar macht.

Die experimentelle Untersuchung dieser Zwischenstufen
bietet gerade die grossten Schwierigkeiten, da die Ober-
flichenleitung und ausserdem bei festen Kérpern die In-
homogenitit, bei Flissigkeiten der Feuchtigkeitsgehalt und
anderes sehr storen; daher ist es erkliirlich, dass ausser
einigen bestétigenden Versuchen von Cohn und Arons!)
die Maxwell’sche Annahme iiber das Verhalten dieser Halb-
leiter noch keine experimentelle Priifung gefunden hat und

60)

) Wied. Annalen Bd. 28, S. 454, 1886; Bd. 33, S. 13, 1888.
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daher heutzutage wohl noch als Hypothese bezeichnet werden
muss. Dieselbe besteht darin, dass in Halbleitern dielek-
trische Polarisation und galvanische Leitung sich unbehin-
dert superponiren, die eine durch die Dielektrisirungsglei-
chungen 60, die andere durch die Widerstandsgleichungen
56 bestimmt. Die dusseren elektromotorischen Krifte, welche
auf die dielektrische Polarisation wirken, kénnen dabei
moglicherweise andere sein und daher andere Werthe haben,
wie diejenigen, welche auf die galvanische Leitung wirken;
daher wurde zwischen X|, Y, Z und X,, Y,, Z, unterschieden.
Als elektromotorische Krifte der Induction aber:
dF:dt, dG:dt, dH:dt

sind in beiden Fillen dieselben Werthe einzufiihren, und
zwar ist bei ihrer Berechnung die gesammte elektrische
Stromstirke, sowohl die galvanische als auch die durch
Aenderung der dielektrischen Polarisation bedingte, welche
letztere durch die Ausdriicke 62 gegeben ist, einzufiihren.

Componenten Um Irrungen vorzubeugen, wollen wir daher jetzt die Com-

und des gal. ponenten der gesammten elektrischen Stréomung mit «, v, w,

Siromes.  die der galvanisch geleiteten Stromung allein aber mit p, g,
r bezeichnen, so dass wir haben:

Superposi-

g 63)  w=p I pmg1 ¥ =y b

Widerstands- 'Wir erhalten dann statt der Gleichungen 56 die folgenden:

gleichungen.,
dF d@q
P=C(X1_Tt)7 9=G(Yl""“'{{)r

= o(5 - %4).

In den Gleichungen 53 und 54 dagegen ist nicht p, ¢, r fiir
%, v, w zu substituiren, sondern diese Gleichungen gelten
ungeiindert fir das leitende Dielektricum und u, v, w haben
in denselben die durch die Gleichungen 63 definirte Be-
deutung. .

Ist die Hypothese, welche diesen Gleichungen zu Grunde
liegt und von uns als die 7. bezeichnet wurde, auch heute
noch nicht ganz feststehend, so fassen unsere Gleichungen
doch jedenfalls in der einfachsten Weise die fiir Leiter

64)
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und Nichtleiter geltenden Relationen einheitlich zusammen,
indem sie in die fiir Leiter geltenden iibergehen, wenn wir
die Dielektrisirungszahl k¥ = o setzen, dagegen in die fir
Dielektrica geltenden, wenn die Leitungsfahigkeit C = o ist.

Man sieht leicht, dass diese fir leitende Dielektrica
aufgestellten Gleichungen ganz denjenigen entsprechen,
welche wir fiir das durch Fig. 9 dargestellte Schema fanden
und in Artikel 53 als die Gleichungen 23 bezeichneten.
Den dort mit M, oder M, bezeichneten Kriften euntsprechen
jetzt X;, Y, Z, den mit N, N, bezeichneten X,, Y,, Z,;
den Grossen n (n, oder »,) und m’ entsprechen £, g, » und
» q, r, den 1" aber w, v, w; endlich den Constanten & und
¥ die jetzt gebrauchten Coustanten 1: C und 4= : k.

Zehnte Vorlesung.

Gesetze der stationdren und angenihert statio-
niren Stromung.

87. Wir haben nun die Aufgabe der Ableitung der
Grundgleichungen im Wesentlichen gelost und es ist hier
nicht meine Absicht, mich in eine weitliufige Anwendung
derselben auf specielle Fille einzulassen. Nur die Her-
leitung der einfachsten Grundgleichungen der alten Elektri-
cititstheorie und Optik soll noch angeschlossen werden, da-
mit der Sinn der gefundenen Gleichungen nach keiner Rich-
tung dunkel bleibe. Wir wollen zuniichst einige Gleichungen
ableiten, welche nur Consequenzen der vorhergehenden
Formeln darstellen, aber deren Kenntniss fiir die weiteren
Entwickelungen unerlisslich ist.

Aus den drei Gleichungen 40 (s. 4 der Zusammen-
stellung in Art. 88) folgt sofort:

da ., 0b 7]
65) a‘z + gt a'f =o.

Boltzmann, Vorlesungen. 3

Continuitiés-
gleichung der
Induktion,
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Ebenso folgt aus den Gleichungen 53 und 54:

e du v dw
stcciung der 00) Tty tea=
Stromung.

Die Grossen X, Y;, Z, haben nur an Stellen, wo galva-
nische Elemente thitig sind oder durch Temperaturdiffe-
renzen thermoelektromotorische Krifte erzeugt werden, die
Grossen X, Y,, Z,, nur dort, wo gerade Reibungselektrici-
tiat entwickelt wird, von Null verschiedene Werthe. Schliessen
wir zundichst solche singulire Stellen von der Betrachtung
ganz aus, so vereinfachen sich die Gleichungen 60 und 64
und gehen iiber in:

dF aa dH
67) p=-—0~d—-t—7 q=_0d__t’ 7‘=—C—&77
adF dG dH
68) 4ﬂf=—k7t‘7 47’9:—"7{’ 4”h=—kw'
Aus diesen Gleichungen folgt:
—p ¥ _ _8F _k &F,
w=Pt 5 =—0% — 1z am

Bilden wir die entsprechenden Gleichungen fiir » und w und
addiren alle drei, nachdem wir die erste nach z, die zweite
nach y, die dritte nach z differenzirt haben, so finden wir
unter Beriicksichtigung der Gleichungen 66 im homogenen

Medium: kgg+4n0%=o,
wobei

69) @=g—f+%—‘;+%ist.
Hieraus folgt:

70) O=G e~ ¢ + 0,

Diese Gleichung hiéngt auf's Innigste zusammen mit den
Gleichungen 89—93, welche wir spiter in Art. 97 und 98
erhalten werden. Vorldufig wollen wir uns mit den folgen-
den, schon jetzt erforderlichen Bemerkungen begniigen.
Sei in dem betreffenden Raume irgend ein Mal weder
ein Magnet, noch ein elektrischer Strom, noch sonst eine
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elektrische Wirkung vorhanden gewesen, so dass zu dieser
Zeit tiberall die magnetischen und elektrischen Krifte = o
waren, was wir den neutralen Zustand des Feldes und
der darin befindlichen Korper nennen wollen. Dann muss
das Feld damals auf ein etwa hineingebrachtes Solenoid
oder Stromelement gar keine Kraft ausgeiibt haben; es
miissen also die Differentialquotienten von F, G, H nach
allen Coordinaten gleich 0 gewesen sein, denn diese Diffe-
rentialquotienten multiplicirt mit der Stromintensitit und
Projection des Stromelementes liefern die Krifte, welche
das Feld auf das Stromelement ausiibt, mit Ausschluss.der
Wirkung des hineingebrachten Stromes auf sich selbst;
daher muss zur in Rede stehenden Zeit @ =d@:dt =o
gewesen sein. Haben seit dieser Zeit an einem Punkte des
Feldes niemals elektromotorische Krifte gewirkt, so haben
seit dem die Gleichungen 67, 68 bis 70 gegolten. Daher
miissen in der letzten dieser Gleichungen die Constanten
C, und C;, und daher auch

1) O=o0

sein. Diese Gleichung hort jedoch in dem Momente, wo
im betrachteten Punkte selbst galvanische Elemente, thermo-
elektromotorische oder reibungselektromotorische Krifte thi-
tig sind, zu gelten auf.

88. Behufs leichterer Uebersicht, sowohl fiir das fol-
gende als auch fiir die Lectiire der Originalabhandlungen
will ich hier die Vektoren und Componenten der verschie-
denen Grossen, die Constanten sowie die wichtigsten Glei-
chungen zusammenstellen:

Vekt. Comp. | Dielektrisirungszahl (Dielektrici-

Elektromagn. Moment % F,G,H tiitsconstante) .
Magnetische Induktion B a,b,¢ | Magnetisirungszahl .
Totaler elektr. Strom € u, », w | Specifisches Leitungsvermégen C.
Dielektr. Polarisation ® f, g, » | Elektrost. Potentialfunktion .
Elektromotor. Kraft & P,Q,R | Magnet. Potentialfunktion ¢.
Magnetische Kraft 9 « B y | Magnetismusmenge m.
Galv. geleitet. Strom & p, g, » | Elektrische Volumdichte e.
Elektrische Flichendichte 7.

6*

Zugammen-
stellung der
Vektoren.
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Folgendes sind ferner die wichtigsten Gleichungen:

1. Fundamentalgleichungen zwischen den Grossen,
welche die Beschaffenheit des Feldes definiren:

_dH 8@
¢=3y "oz
. p OF _0H,
40) T3z Oz
.o 20 _oF
T oz dy
e _ 9b d (e d (b
dnpu=g5 — o , 4n“=6—§(7)—ﬂ(ﬁ)
B. dnno aa,_i_c B. 47'”_1(1)_1(1)
93) B =d:2™ 9a 54) = ax\u) " 9z\n
#o=a dy T dx\p dy\u
aF iF
dnf=1k(X,— d—t) tnf=— k%
o aq) | C- 6
60) 4"9=k(n_ﬁ)' 68) | 1TI=—Fg
4nh=k(Z’_dd_t 4nh—_—_k%1?1
d dF
p=0(x - %) p= -0l
D. a6 D. ic
64) 1=0(% - %) 61 9= %@ -
r=C(Zl_dT€) f=—0%
d
E. 63. “=1’+‘d’;’ ”=P+‘;—‘Z-, 'w-_—r+:—:z

2. Folgegleichungen derselben:

da db  de
65) a. ¢—l—;;+d_y+ﬂ=o’
du , dv dw
66) b. a;-l—d—-—y-'—E:o,
dF d@ dH

69) C. 6=E+E+d-z’ 71) c¢. ©=o.
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8. Gleichungen zur Bestimmung von Hilfsbegriffen:

61) e. Al = 2ndz(f® + 9 + h?):k,
,0J(d

81) A K@) = — 12799,

28) 7. L =29+ w,

q) g | 7O =17d9) = f(Fd:z; + Gdy + Hdz) =

) o { = [fJ(dx) = f(dA + bdp + cdv),

X=—ma=—m g:

51) u = Ml cos (', z) 47) s

. v = Ml'cos(l, y) . 48) Y——mb-——maz.
w= Ml cos (I, ) g d
Z=—mec= — ma{é
89. Es soll nun das Feld durch einen einzigen Sole- Coutomb's

2
noidpol N’ von der Intensitit m’ erzeugt sein, welcher sich Magnetiole.

in einem homogenen Medium befindet, wihrend der andere
Pol des Solenoids unendlich entfernt ist. Dann ist iiberall
im Felde v = v = w = 0. Es folgt also aus den Gleichungen
53 (B), dass a, b, ¢ die partiellen Differentialquotienten einer
Funktion ¢ sind. Dieselbe hingt, da Wirkung gleich Gegen-
wirkung ist und wir daher alles in Art. 79 Gesagte auch hier
anwenden diirfen, nur von dem Punkte des Raumes ab, wo
sich der Solenoidpol befindet, nicht aber von der Richtung und
Lage der Mittellinie des Solenoids. Denn wenn wir an den
Pol N’ den Siidpol eines zweiten Solenoides von gleicher In-
tensitat anlegen, so ist die Summe der ¢ fiir beide Solenoide
zusammen stets gleich Null, wie immer bei unverinderter
Lage des zweiten Solenoides die Richtung und Gestalt des
ersten sich &ndern mag Der Werth des ¢, der von dem
ersten Solenoid allein herriihrt, in einem Aufpunkte P
ist daher fiir jede Gestalt und Lage desselben gleich dem
ganz davon unabhingigen negativen Werthe des ¢ fiir das
zweite Solenoid, woraus folgt, dass er nur Funktion der
Entfernung PN = r des Aufpunktes vom Solenoidpol sein
kann. Denn wire er irgendwie von der Richtung die-
ger (Geraden abhingig, so miisste er sich dndern, wenn »
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seine Lage gegen das (erste) Solenoid &nderte und miisste
gich daher auch umgekehrt in derselben Weise #ndern,
wenn die gleiche relative Lageinderung bei unver#énder-
ter Lage von r durch Aenderung der Lage des Sole-
noides eintreten wiirde. Letzteres widerspricht aber dem
vorher Bewiesenen. Da m’ der Stromintensitit im Sole-
noide proportional ist, ¢ aber seiner Definition gem#ss nur
Glieder enthilt, welche ebenfalls dieser Stromintensitit pro-
portional sind, so kionnen wir also setzen:
@ =m'f(r)

Die Gleichung 65 (a des Art. 88) liefert aber sofort:

0%f(r B3 f(r O f(r
woranus bekanntlich folgt:

fn=%4+q

Dadurch ist das Feld vollstindig definirt. Es werde nun
die Wirkung des Feldes auf einen Nordpol NV eines zweiten
Solenoides berechnet, der nach dem Punkte P gebracht
wird. Dem Sinne unserer Formeln gemi#ss, die immer die
Wirkung eines bestimmten Feldes auf einen bestimmten
Aufstrom mit Ausschluss der Wirkung des letzteren auf
sich selbst geben, ist dabei der zweite Nordpol nicht mit
zum Felde zu rechnen. Nach den Formeln 47 (£ des Art. 88)
wirkt dann auf den zweiten Nordpol eine Kraft von der
Intensitit mm’ C, : 2 in der Richtung der Verbindungs-
linien beider Pole.

Parallel entgegengesetzte Stréme in der Entfernung Null
heben einander auf. Da muss also das C enthaltende Glied
der Gleichung 11, Art. 37, negativ sein, um die iibrigen
wesentlich positiven aufheben zu konnen; daher muss auch
das Moment des einen Stromes auf den anderen negativ sein,
wenn fir den letzteren die Richtung, in der er wirklich
durchstromt wird, zu Grunde gelegt wird. Da dieses Mo-
ment bei grosser Entfernung der beiden Stréme Null ist,
muss dessen Differentialquotient nach der Entfernung (letz-
tere wachsend gedacht) positiv sein. Daher ist die Kraft,
welche von aussen wirken muss, um die Entfernung ent-

=0’
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gegengesetzter paralleler Strome constant zu erhalten, ne-
gativ, d. h. sie wirkt dem Wachsthume der Entfernung
entgegen oder die Strome stossen sich ab. Da zwei un-
mittelbar aneinanderstossende gleichnamige Solenoidpole
ebenfalls entgegengesetzte Strome enthalten, was man am
besten sieht, wenn die Mittellinien sich continuirlich fort-
setzen, so miissen auch diese sich abstossen. Dass obiger
Ausdruck’ fiir die Wechselwirkung zweier Solenoidpole sein
Zeichen wechselt, wenn einer der Pole ein entgegengesetzter
ist, sieht man sofort.

Fassen wir Stahlmagnete als Korper auf, in denen
um jedes Molekill ein Elementarstrom fliesst, so ist der
Beweis auch fiir Magnetpole geliefert. Nur der Einfluss
etwaiger Verianderlichkeit der Constante g, von welcher die
magnetische Induktionswirkung abhingt, kann erst studirt
werden, wenn man die Grenzbedingungen fiir Flichen keunnt,
wo zwei verschiedene Korper aneinanderstossen.

90. Es sei nun das Feld durch einen nahezu linearen
Strom von der Gesammtintensitit ¢ und beliebiger geschlos-
sener Mittellinie erzeugt. Dann sind bloss im Innern des
stromfithrenden Drahtes u, v, w von Null verschieden. Im
gesammten iibrigen Raume sind diese Grossen gleich Null.

Um die Aufstellung besonderer Gleichungen fiir die
Oberfliche des Leiters unnothig zu machen, setzen wir p
innerhalb und ausserhalb desselben gleich voraus. Substi-
turen wir in die erste der Gleichungen 53 (B) fiir b und ¢

ihre Werthe aus den Gleichungen 40 (4), so erhalten wir:

—4npu = AF— Z—:a

wobei 4 das Symbol fir

0? 0? o*

> tap T
ist. Vermige der Gleichung 71 (¢) folgt also:
72) —4mpu= AF.
Um die Gleichung 71 unbedenklich anwenden zu kénnen
milssen wir annehmen, dass die Stelle, wo sich die strom-
erzeugende galvanische Batterie befindet, etwas weiter ent-
fernt ist, so dass nicht diese selbst, sondern bloss die in

Moment eines
linearen Stro-
mes auf
einen Punkt.
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der Drahtleitung circulirenden elektrischen Stréme das Feld
bestimmen, oder wir miissen annehmen, dass auch die Bat-
terie selbst den Zustand des Feldes nicht weiter modificirt,
als dies durch die darin enthaltenen elektrischen Stréme
bedingt ist, was keine Consequenz unserer (leichungen ist.
Ferner sei noch folgende Bemerkung beigefiigt: Die An-
nahme, dass in der den Leiter umgebenden Luftu = v =w =0
ist, wird bloss erfiillt sein, wenn die Strémung-im Leiter
stationdir ist oder sich doch nur sehr langsam mit der Zeit
sndert, so dass sie wihrend jedes Zeitmomentes als sta-
tiondr betrachtet werden darf. Sonst entstehen in der um-
gebenden Luft dielektrische Polarisationen, deren bestin-
dige Veridnderung bewirkt, dass auch in der Luft «, v, w
von Null verschieden sind. Da sich aber diese dielektri-
schen Polarisationen wellenférmig mit der Geschwindigkeit
des Lichtes ausbreiten, so kommen sie in allen Experimenten
iber Elektrodynamik und Induction nicht in Betracht mit
Ausnahme der in der neuesten Zeit nach der Methode von
Hertz angestellten.

Unter allen diesen Annahmen ist also ¥ eine Funktion,
welche im Innern des Leitungsdrahtes der Gleichung ge-
niigt: '

72) AF= —4npu,

in der umgebenden Luft iiberall die Gleichung 4F = o er-
fillt und im Unendlichen jedenfalls verschwindet, da ja
dort das Feld neutral sein muss. (Eine zu F hinzutretende
reine, d. h. von =, y, %z, ¢t unabhiingige Constante wiirde
iibrigens nirgends in unsere Gleichungen eingehen.)

Wir wissen, dass, wenn dz ein Volumelement im
Innern des Leitungsdrahtes ist und die Integration iiber
dessen ganzes Innere erstreckt wird, diese Gleichungen
nicht anders erfiillt werden konnen, als wenn der Werth
von F in irgend einem Aufpunkte P durch die Gleichung
gegeben ist: F=p ud

—_—

-
wobei » die Entfernung des Aufpunktes P vom betreffenden
Volumelemente dz ist. Integriren wir dieselben Gleichungen
4dF =0 und 72 nach derselben Methode fiir den Fall,
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dsss ausgedehnte Korper in beliebiger Weise riumlich von
Elektricitit durchstromt werden, so erhalten wir, wie man
licht sieht, die Gleichungen, welche Kirchhoff, Helm-
holtz etc.?) fiir die Gesetze der Induction in raumlich aus-
gedehnten Korpern fanden, natiirlich mit den speciellen
der Maxwell’schen Theorie eigenen Werthen der Con.
stanten, welche Longitudinalschwingungen ausschliessen.
Wir wahlen als Volumelement dz wiederum einen Cy-
" linder, dessen Axe ds parallel der Stromrichtung ist und
dessen Querschnitt den Fliacheninhalt dg hat. Es ist dann
nach den Gleichungen 51 (¢):
w = Ml’cos (I, x),
daher:
F= ufdaquMl’cos(l’, z).

Mi'dg, iiber den ganzen Querschnitt des Leitungsdrahtes
integrirt, liefert die gesammte Stromintensitat ¢. Zahlen
wir ausserdem noch die positive .

Richtung des Elementes ds in Fig. 25.

dem Sinne, in welchem der Bz
Strom fliesst, und bezeichnen

die Cosinus der Winkel, welche , d

ds, daher auch ¥, mit den Co- 47

ordinatenaxen bildet, mit e, g, Y

7, Fig. 25, so ist:

F = p.t f %‘8 .
Ebenso ergiebt sich:
. rpds - . [y ds:
G=;nfﬂ—rs, H=pzj7'Tq-
Hierdurch ist das Feld vollstindig bestimmt und wir denken Biot-Savarts
uns zunéchst in den Aufpunkt P mit den Coordinaten z,
% % einen Solenoidpol von der Intensitat m gebracht (Fig. 25).

Dann sind die Componenten der Kraft, welche im Felde auf

diesen Solenoidpol wirken, nach den Gleichungen 48 (£ des
Art. 88):

1) Kirchhoff, Wied. Ann. Bd. 100, S. 193 und 851, Bd. 102,
S. 529, 1857; Helmholtz, Borchardt's Journal Bd. 72, S. 57, 1870,
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X=—ma, Y= —mb, Z=—me
Nach den Gleichungen 40 (4) ist:

= i [RBe—A) -y )]

=pi [ (By—r2),

wobei &, 3, #’ die Coordinaten des Elementes ds” und ¢, 7, v
die Cosinus der Winkel sind, welche die positive (von ds
gegen P gezogene) Richtung von » mit den positiven Coor-
dinatenaxen bildet.

Nun ist nach bekannten Regeln der analytischen Geo-
metrie:

Q=Yrx—py) + (¢y—r9)® + Bp—eax)* = sin(ds, 7)

By—7x = Qcos(n, o).
Hier bedeutet » die Richtung, welche auf ds und r senk-
recht steht und deren Sinn, da 2 also auch sin (ds, ¥)
immer positiv betrachtet wird, so zu nehmen ist, dass die
Drehung der positiven ds-Richtung in die positive r-Rich-
tung auf kiirzestem Wege weinwendig gegen die positive
n-Richtung geschieht. Man iiberzeugt sich hiervon, wenn
man ds mit der z-Axe, r mit der y-Axe und » mit der
2-Axe zusammenfallen lisst. Mit Hilfe der zuletzt ent-
wickelten Gleichungen ergiebt sich:

a

X=—ma= —mps [% sin ds, r) cos (n, z)
pe s

Analoge Formeln gelten fir ¥ und Z. Da dies die Kriifte
sind, welche von aussen wirken miissen, um den Solenoid-
pol in Ruhe zu erhalten, so ist die Kraft, welche der Strom
auf den Solenoidpol auszuiiben scheint, gerade so gross,
als ob jedes Element des Stromes auf denselben die Kraft
pmids sin (ds, r)
”3?

in der Richtung » ausiiben wiirde. Beziiglich der Ueber-
tragung auf Magnetpole gilt wieder das am Ende des vo-
rigen Abschnittes iiber das Coulomb’sche Gesetz Gesagte.

91. Wir betrachten genau dasselbe Feld, wie im vo-
rigen Abschnitte. Der Aufstrom soll aber jetzt ein zweiter,
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nahezu linearer Stromkreis von beliebiger geschlossener
Mittellinie sein. Es empfiehlt sich jetzt, die Intensitdt in
dem ersten Strome, welcher das Feld erzeugt, mit i’, ein
Element desselben mit ds' und dessen Richtungscosinus
mit ', &, 7' zu bezeichnen, so dass in einem Aufpunkte
P mit den Coordinaten x, y, » die Componenten des Mo-
mentenvektors die Werthe haben:

F=,n'f2"r’_“’, G=,u:'f@“—, H=pi'f7'd",

r

wobel natiirlich » wieder die Entfernung des Elementes ds’
vom Aufpunkte P bezeichnet. Der Sinn aller Grossen ist
der frither definirte; z’, y’, »" sollen die Coordinaten des
Elementes ds’ sein.

Dagegen soll ¢ die Intensitit im Aufstrome und ds
soll das Element desselben sein, das sich im Aufpunkte P
befindet. Die Co- Fig. 26.
ordinaten dieses Ele-
mentes sollen mit z,
4% 8eine Richtungs-
cosinus mit «, B S

> ] A}

7, seine Projectio- ¥
nen auf die drei Co-
ordinatenaxen mit
dz,dy, dz bezeichnet 43
werden (Fig. 26). */
Das Moment des
Elementes ds setzt
sich nach Formel
41 (0 Art. 88) aus den Momenten der Projectionen zusam-
men und ist daher:

J(ds) = Fdx + Gdy + Hdx = ds(Fee + G + Cy),
das Moment des ganzen Aufstromes aber ist:

J(s) = [fds(FPee + G + Hy).

Substituirt man fir F, G, H die obigen Werthe und be-
zeichnet den Cosinus des Winkels der beiden Stromelemente
ds und ds’ mit

oc=aa +88 +r7,
so wird also:



Arbeit bei
Deformation
eines linearen

92 Elfte Vorlesung. [92.

78) Je) =pi [ 2R

Nach Gleichung 28 (y Art. 88) ist somit die im Aufstrome
inducirte elektromotorische Kraft gleich

74) bt [

was mit den bekannten Gesetzen der Induktion iiberein-
stimmt. Wir haben also die Abhingigkeit des wechsel-
seitigen Induktionscoéfficienten von den Dimensionen der
beiden Stromleiter gefunden, denn wir sind jetzt wieder zu
dem in der vierten und fiinften Vorlesung behandelten Falle
der Wechselwirkung zweier geschlossener Stréme zuriickge-
kehrt und sahen schon in der siebenten Vorlesung (Schluss des
Art. 64), dass unsere jetzigen Grossen J(s), 7, ¢+ genau dasselbe
sind, was dort mit C?',, I',, !, bezeichnet wurde. Da ferner die
beiden Selbstinduktionscoéfficienten 4 und B nach der be-
kannten Methode gefunden werden konnen, dass man unter
ds und ds’ zwei Elemente eines und desselben Stromleiters
versteht und dann noch durch zwei dividirt, so ist hierdurch
die nothwendige Erginzung der Gleichungen 16, Art. 48,
geliefert.

Elfte Vorlesung.

Ampére’s Gesetz. Elektrische Schwingungen.

92. Die Gleichung 73 liefert auch die ponderomotorischen
Krifte, welche der das Feld bestimmende Strom auf den
Aufstrom ausiibt. Wir haben nimlich nach der Gleichung 31
(8 in Art. 88) fiir die ponderomotorische Kraft, welche auf
irgend einen Parameter ¥ durch das Feld (nicht die Wirkung
des Aufstroms auf sich selbst) ausgeiibt wird:

,8J
K@) = — 120,

Die gesammte Arbeit aber, welche geleistet wird, wenn
jeder Parameter eine Variation 0k erfihrt, ist nach Glei-
chung 32 Art. 69:
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DK@k =—1 22D sk _ oy,

Es ist nicht nothwendig, den Querschnitt des Auf-
stroms nochmals in einzelne Querschnittselemente zu zer-
legen; wir betrachten daher den Querschnitt als Ganzes
und /' ist die gesammte Stromintensitit ¢. Wir kionnten
den Aufstrom parallel zu sich selbst in der Richtung der
drei Coordinatenaxen um 0z, resp. dy und dz verschieben.
Wirde dabei J(s) um d,J, 8,7, 0,7 wachsen, so wiren die
Quotienten: J,J: dz, d,J: dy, d,J: dx die drei Krifte, welche
auf den Aufstrom als Ganzes in den drei Coordinatenrich-
tungen wirkten. Allein damit wiren nicht die Drehmomente,
welche er erfahrt, ebensowenig die Krifte, welche sich seiner
Gestaltverinderung entgegensetzen, gefunden.

Um das Problem daher allgemein zu ldsen, miissen
wir jedem Elemente ds des Aufstroms drei von einander un-
abhéingige Verschiebungen dz, dy, dx in den drei Coordi-
natenrichtungen ertheilen, wobei wir bloss, um Gleitstellen
zu vermeiden, die Gesammtlinge s = /ds als unveriinderlich
betrachten. Wir kénnen dann ds unvariirt lassen. Dann
ist also die gesammte Arbeit: ‘

) — piva [ 28,

Der andere Stromkreis s’ bleibt dabei selbstverstiindlich
ganz unverindert. Nehmen wir an, die gesammte Wirkung,
welche der Stromkreis s erfahrt, konnte dadurch ersetzt
werden, dass auf jedes Element ds eine Kraft wirkte, welche
nach den drei Coordinatenaxen die Componenten dX, d7,
dZ hat, so miisste diese Arbeit gleich:

16) S(@X 0z + dY 3y + dZ6%)

sein. Die Gleichsetzung beider Ausdriicke liefert mit Riick- :::;wm
sicht darauf, dass alle dz, Jy, d~ unabhiingig sind, die Gesetzes.
Krifte dX, dY, dZ.

Bezeichnen wir das Doppelintegral im Ausdruck 75
mit D, so ist:

77) oD =ffdsds'—:,"’ +ffdsds'¥.
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Driickt man r durch «, y, z, z, y’, z’ aus, so wird das
erste (lied gleich einer Summe dreier Glieder E, + E,

+ E;, wobei:
B = [[asas=E 2 552

und E, und E; hieraus durch cyklische Vertauschung von
z, y, * gefunden werden. Ferner findet man leicht:

et 4w | _m-o _dr __dr
T ds’ —ds’ =" T@x T " dz’
_ 9 ) —Yy-y _ g _ _ar
~ ds’ ﬂ—ds" r="y T dy dy”
_dx _dd L aew_dr__ dr
7 =135’ V=3 | V=" == T

_dzdz’  dydy’ +dxdx

T dsds’ " dsds’ ' dsds’
wobei e, B, 7; &, £, ¥'; @, x, v die Richtungscosinus von
ds, ds’, r sind (s. Fig. 26 Art. 91). Es ist wohl zu beachten,
dass man bei Differentiation nach s" nur auf der Curve .s’
fortschreitet, daher z, y, z constant bleiben; bei der nach s
und bei der durch J angezeigten Variation dagegen bleibt «/,
y’y " unveridndert. Hiernach ist auch das letzte Glied der
Gleichung 77 eine Summe F, + F, + F,, wobei wieder F,
und F, durch cyklische Vertauschung aus F, entstehen und

dsds’ dx’ dz dsds’ dxz’' dr
Fl: r -53767.;: T ds dsax

ist, wie die partielle Integration nach s lehrt, da ja bei
einer geschlossenen Curve die Ausdriicke fiir beide Inte-
grationsgrenzen sich aufheben.

Das letzte Integral findet man leicht folgendermaassen.
Es ist identisch:

d (x—2a' dr __l_d_g:d_r__zm—a;’drﬂ
ds’\" # ds rids’ ds ¥ ds ds’
x—z dr
+ r? dsds’

und da die linke Seite iiber eine geschlossene Curve in-
tegrirt verschwindet, folgt:

ds’da’ dr _f ( dr dr d*r )z—-a;’
78) fr’ ds’ ds ds’ ds ds’ +r dsds’] ¥
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Nun ist wegen 7%= (z — z')? + v — )2+ (x —2):
(x—z)ds+(y ?/) +(~—x’)d =10,

wobei o der Cosinus des Winkels zwischen ds und der von
ds’ gegen ds gezogenen r-Richtung ist. ~ Differentiirt man
nochmal, indem man auf der Curve s’ um ds’ fortschreitet,
80 wird:
d*r + dr dr dxdx’ dydy dxdz’ _
Tdsdsy T ds ds dsds’ dsds’ dsds

Die rechte Seite der Gleichung 78 geht daher iiber in:
fds (—0' drdr)a;—x’
ds ds’)] »®
und da man, wenn ¢’ der Cosinus des Winkels zwischen
ds und der von ds’ nach ds gezogenen r-Richtung ist, ana-
log mit dem fiir o gefundenen Werthe hat dr:ds’' = — o',
so liefert die Gleichung 78:
dy e _ [as'Boo'~ o)
Multiplicirt man diese Gleichung mit dsdz, integrirt
nach s, so erhilt man F,; addirt man noch E, dazu, so
folgt unter Beriicksichtigung der fiir E, und ¥, gefundenen
Werthe:

B+ F, = [[dsds' 3o¢'—20) 25 o

Der Gesammtwerth von D entsteht, wenn man hierzu
noch E, + F, und E; + F, addirt, welche hieraus durch
cyklische Vertauschung von z, y, » entstehen und daher
bloss 0y und dx enthalten. Setzt man die Summe dieser
Ausdriicke in 75 ein und das Resultat dem Ausdrucke 76
gleich, und vergleicht bloss die dz enthaltenden Glieder,
8o folgt also:

dX = p,i'i'dsfds' (20—

= pii' ds dri,,(?a — 300) cos (r, 2).

Ganz analoge Ausdriicke ergeben sich fir dY und dZ.
Dies sind dem Sinne unserer Gleichungen nach die Krifte,
welche von aussen wirken miissen, um den Aufstrom in Ruhe
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zu erhalten. Alle ins Spiel kommenden Kriifte werden also
erklart, wenn man annimmt, dass je zwei Stromelemente ds
und ds’ in der Richtung ihrer Verbindungslinie eine schein-
bare Anziehung von der Stirke:

.., dsds’ p
79) pie sr,s—(20' — 300"

auf einander ausiiben, worin man das allbekannte Am-
pére’sche Gesetz wieder erkennt.

G oslige Dazu kommt noch, dass unsere Gleichungen auch, wie

achen Theo- man ohne Schwierigkeit erkennt, die Gesetze der Stromver-
zweigung und stationéren Stromung in Flichen und Kérpern
und wie wir in der ni#ichsten Vorlesung sehen werden, dazu
noch die gesammte Elektrostatik ohne neue Hypothesen
liefern. Vergleicht man daher unsere Methode mit der
Ampére’s und seiner Nachfolger, so muss man gestehen, dass
Maxwell aus minder zahlreichen und nattirlicheren Hypo-
thesen eine grossere Fiille von Resultaten gewinnt, dass also
auch schon von diesem Gesichtspunkte allein die Maxwell’-
sche Theorie der alten vorzuziehen wiire. Aber sie hat noch
grossere Vorziige. Erstens haben ihre Gleichungen eine weit
einfachere und naturgemissere Form. Links steht daselbst
immer der Differentialquotient einer Grisse nach der Zeit,
rechts Funktionen der augenblicklichen Werthe der Grossen.
Sie geben uns also ein klares Bild, wie durch die augen-
blicklichen Werthe die Verinderungen jeder Grosse bestimmt
sind, wihrend die alten Gleichungen vollkommen ungeordnet
und daher auch viel unbequemer fiir die Berechnung aller
Probleme sind, ausser derjenigen, fiir welche sie speciell
zugeschnitten wurden.

Zweitens sahen wir aber, dass die alten Gleichungen
nur fiir stationdire oder wenigstens nahe stationidre Elektri-
cititsstromung gelten. Bei sehr raschem Wechsel der
Stromintensitat gelten ganz andere Gesetze, zu denen wir
in Art. 94 iibergehen werden. Um hier nur ein Beispiel zu
erwihnen, wiirde ein momentan in-einem Draht oder Draht-
elemente entstandener Strom auf einen zweiten so lange gar
nicht wirken, bis nicht die mit der Lichtgeschwindigkeit
von ihm ausgehenden elektrischen Wellen den zweiten Strom
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erreicht haben und auch dann wiirde die Wirkung in den
ersten Momenten noch viel complicirteren Gesetzen folgen,
bis der Zustand stationidr geworden ist, wo dann erst das
Ampere’sche Gesetz gilt.t)

93. Wir kommen nun wieder auf die Betrachtungen
des Artikels 42 zuriick. Wir definirten dort die (mag-
netisch) gemessene Stromintensitit eins als diejenige, welche
einen unendlichen geraden Draht durchfliessend auf die
Liangeneinheit eines zweiten vollkommen gleichen, gleich-
durchstromten, parallelen, in der Distanz eins befindlichen
Draht die Kraft 2 ausiibt. Wir fanden dies, indem wir
die Anziehung zweier Stromelemente gleich:

’_’_‘_i’i_ﬂs_ (20 — 30¢)
setzten. Wir konnen auch umgekehrt schliessen, dass das
Ampére’sche Gesetz, wenn wir im betreffenden Medium
die Stromstirke so definiren, diese Form haben, also:

79) p=1
sein muss.

94. Wir gehen nun zur Betrachtung derjenigen Gruppe
von Erscheinungen iiber, welche den Gegensatz zu den
bisher betrachteten bilden, nimlich zu dem Verlaufe der
mit der Lichtgeschwindigkeit sich ausbreitenden elektrischen
Gleichgewichtsstorungen, welche ebenso gut in Nichtleitern,
wie in Leitern, ja in ersteren weit ausgiebiger, weil nicht
gedampft, auftreten. Um die Theorie dieser neuen Gruppe
specieller Fille aus unseren allgemeinen Glelchungen her-
zuleiten, verfahren wir wie folgt.

Wir schliessen wieder die Betrachtung derjenigen Stellen,
wo gerade elektromotorische Kriifte thitig sind, aus. Wir
haben dann im homogenen Medium die Gleichungen 54, 68,
67 und 71 (B, ¢', D' und ¢ in Art. 88) anzuwenden.

Die Substitution der Werthe 40 (4) in die erste der Glei-
chungen 53 (B) liefert uns unter Beriicksichtigung der Glei-

1) Ueber einen etwas versteckteren Vorzug der Maxwell’schen
Theorie vergl. Hertz, Wied. Ann. Bd. 23, S. 84, 1884,

Boltzmann, Vorlesungen. T

Allgemeine
Gleichungen
flir elektri-
sche Schwin-
gungen.
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chung 69 und 71 (¢ und ¢) genau wie in der vorigen Vor-
lesung Art. 90 die schon dort gefundene Gleichung:

72) 4dnpu= — AF.

Nach den Gleichungen 63,68 und 69 (E, C’, I)) aber ist,
wie wir schon in Art. 87 unmittelbar nach Ableitung der
Gleichung 68 fanden:

dF k dF

d
63%) w=p+ G- — - G

Dies in Gleichung 72 substituirt liefert uns zunichst
die Gleichung fiir die Wellen der Grosse F:

80)  wkEi+dmpcq =05+ T + 55

Es ist bequem f einzufiihren, indem man mit % multi-
plicirt, dann nochmals nach ¢ differentiirt und fiir kdF:d¢
seinen Werth aus den Gleichungen 68 (C’) substituirt. Dies
liefert:
81) pr o7

" Dieselbe Gleichung nur p oder « fiir / substituirt (wir

wollen sie die Gleichungen 82 und 83 nennen und behufs
Raumersparniss gar nicht anschreiben), erhilt man iibrigens
aus 80, die erste wenn man mit C multiplicirt, nach ¢ diffe-
rentiirt und die Gleichungen 67 (') beachtet, die zweite allge-
meinste folgendermaassen: A) man multiplicirt die Gleichung
80 mit C und differentiirt einmal nach ¢, B) man multiplicirt
dieselbe Gleichung mit %:4x und differentiirt zweimal nach
¢, C) man addirt beide Resultate, D) man beriicksichtigt die
Gleichung 68, 67, 63 (C, D, E). Dass jede dieser Glei-
chungen ihr Analogon fiir die y- und x-Axe hat, bedarf
kaum der Erwihnung.

Far u, v, w und F, G, H hatten wir die Gleichungen:

du dv dw
66 (b) E"'Ti@"'}i;:()'

d da* d? d?

’” dF ,  dG | dH
Die beiden analogen Gleichungen fiir £, g, 2 und p,

g, r finden wir, wenn wir die letzte Gleichung nach ¢ diffe-
rentiiren und einmal mit %k, das andere Mal mit C multi-
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pliciren; das erste Mal haben wir dann noch die Werthe
68(C"), das zweite Mal die 67 (D) zu substituiren und er-
halten:

df dg  dh _
84) 7&5+d_y+5—0'

dp | dq dr
85) E+E+d—z—0'

Dass die Gleichungen 80, 81, 82 und 83 den allge-
meinsten Fall einer Wellenbewegung mit Dispersion (ver-
schiedener Fortpflanzungsgeschwindigkeit fiir verschiedene
Schwingungsdauer) und Absorption (Abnahme der Amplitude
wihrend der Fortpflanzung) darstellen, ist bekannt.

Die Gleichungen 66, 71, 84 und 85 zeigen, dass die
Wellenbewegung transversal ist. In der That, betrachten
wir zuerst Planwellen, die in der Richtung der #-Axe fort-
schreiten, setzen wir also voraus, dass simmtliche Grossen
nur Funktionen von z und ¢ sind, so liefern die Gleichungen
66, 71, 84 und 85:

Oh _ 0w _or 4H _
éx 9z 9% dz

Andere Coordinaten, als die z-Coordinaten sollen aber
in diesen Ausdriicken itberhaupt nicht enthalten sein. Be-
ricksichtigt man dies bei Betrachtung der Gleichungen 80
bis 83, so findet man aus diesen Gleichungen, wie wir es
in Artikel 87 fir © bewiesen, dass iiberhaupt b =w =r
=H=0 sein muss. Weder Strémung noch dielektrische
Polarisation noch elektrische Kraft konnen also eine Com-
ponente in der Fortpflanzungsrichtung der Wellen haben.
Sind die Wellen nicht plan, so kénnen sie doch in einem
sehr kleinen Bezirk im Allgemeinen immer als plan be-
trachtet werden; sie werden also wieder, etwaige singuliire
Stellen ausgenommen, in jedem kleinen Bezirke trans-
versal sein.

Die Componenten in den beiden auf der Fortpflanzungs-
richtung senkrechten Richtungen sind aber vollkommen un-
abhingig von einander. Was wir uns immer unter f, g,
hy p... vorstellen mogen, jedenfalls konnen wir senkrecht zum
Strahle Linien aufgetragen denken, deren Lingen in jedem

7*

Die elektri-

achen Wellen

sind trane-
versal.

Lineare, cir-

culare, ellip-

tische Polari-
sation.
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Augenblicke die Werthe dieser Grossen darstellen. Die
Endpunkte dieser Linien werden dann ganz die Bewegungen
machen, die wir den Aethertheilchen in linear polarisirten
Lichtstrahlen zuschreiben. Die Endpunkte der Linien
aber, welche bei elektrischen Wellen, die in der z-Richtung
fortschreiten, Grosse und Richtung der Gesammtpolarisation
V2 +¢* oder der Gesammtstromung Yu® + +? etc. dar-
stellen, werden sich ganz so bewegen, wie Aethertheilchen
im elliptisch oder circularpolarisirten Lichte.

95. Betrachten wir zunichst vollkommene Isolatoren;
dieselben werden am bequemsten durch die dielektrischen
Polarisationen f, g, h charakterisirt. Da fiir dieselben
C=0, so erhalten wir:

@ @ d*h
86) kud—-f; = Af, ku;d—tf =4y, kpgz=A4h

Es sind dies genau, nur in anderer Weise begriindet,
die Gleichungen, von denen man in der alten Optik aus-
geht. Die Theorie aller optischen Phiinomene, die Dioptrik
(vergl. Kirchhoff’s Vorlesungen tiber Optik), das Huy-
gens’sche Princip, die Interferenz-, Beugungs- und Polari-
sationserscheinungen konnten also hier gerade so ange-
schlossen werden, wie man sie in jedem Lehrbuche der
Optik findet. Wir wollen nur ein paar Bemerkungen itber
Planwellen machen, die in der z-Richtung fortschreiten.

Fiir diese folgt aus den Gleichungen 86), dass f und
g von einander unabhingige Funktionen von ¢+ 2z} pk
sind. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist also fiir alle
Schwingungsdauern dieselbe und hat den Werth:

87) V=1:Yuk.
Aus den Gleichungen 68 (C") folgt:
... [ rar
und aus den Gleichungen 40 (4):

47 0

Analoge Werthe haben natiirlich G und a. Wenn also:
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. (2wt 2n%
f=A. s8in (T -_— —_l—),

g=0 ist, so wird:

F:zAtcos(_zﬂ_m), G=0,
k )

4nAd . (2ni? 252
b=—ﬂ"sln(—-t———[—)y a=0.

Die Schwingungen des Momentenvektors erfolgen also
in derselben Ebene wie die der dielektrischen Polarisation
mit um z:4 verschobener Phase, die Schwingungen des
Induktionsvektors mit gleicher Phase in derjenigen durch
den Strahl gezogenen Ebene, welche senkrecht auf der
Schwingungsebene der fritheren Grossen steht.?)

96. Wir wollen nun in der Richtung der z-Axe fort-
schreitende Planwellen in Halbleitern, oder besser in leiten-
den Dielektricis behandeln. Zur Charakteristik derselben be-
stimmen wir wieder f, g &, wofir jetzt die allgemeinen Glei-
chungen 81 gelten. Die Methode, wie selbe gelost werden,
ist bekannt. Man bestimmt ein partikulires Integral, indem
man setzt:

37 ir@Ends
f=4de’ ’
worin 4, 7, & 5 Constante, ¢ = J/— 1 ist. Die Substitution
lifort ohne Weiteres, wenn man mit ¥, = 1: Jku die Ge-
schwindigkeit der Wellen in einem Medium bezeichnet, fiir
welches # und p dieselben Werthe hiitten, aber C=0 wire:
TT16mA Ot 0'

E-_I’V’-I_l/t‘V‘ ’

2ns 4t 167!‘0’
rT=gyst)a t

Ein reelles partikulares Integrale ist der reelle Theil
der Exponentielle, welcher liefert:

f= Ae(Ez cos (2—:” + nx) .

1) Maxwell, treat. on el. vol. IL art. 790. Schaik, Arch. nerl,
t. 21, p. 406, 1886.

Wellen in
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Es ist also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit:

2n _I/ 1 .l/ 1 s _ -
88) -ﬂ—_l—-l W;’—l- —4Vo.+03u’t = V.

Fiir kleine Werthe 'von C wiirde dies liefern:
VP Oyt
k.

Vo —

Es ist also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit abhiingig
von der Wellenliinge oder Schwingungsdauer; wir haben
Dispersion.

Da nur der negative Werth von § physikalisch denk-
baren Grenzbedingungen geniigen kann, sinkt die Amplitude
in einer Schicht von der Dicke eins auf das e—¢fache, in
einer Schicht von der Dicke einer Wellenlinge um das
e—¢V+fache. Fir kleine C ist:

§=2a0uV,, EVr=2aCuV,s

Wir haben also Absorption.

Freilich ist das hier gefundene Gesetz der Abhingigkeit
der Dispersion nicht in Uebereinstimmung mit der Erfahrung.
Es kann dies auch nicht anders sein, da, wie die Absorp-
tionsspectra beweisen, hier nicht eine gleichm#ssige schwache
Leitungsfihigkeit der ganzen Substanz, sondern eine Ein-
lagerung kleiner leitender Korperchen in einen Isolator,
welchem ganz bestimmte KEigenschwingungen zukommen,
wirksam sein muss. Da unsere Gleichungen den Schwin-
gungsgleichungen elastischer Korper ganz analog sind, so
lasst sich darauf auch eine ganz analoge Absorptions-
und Dispersionstheorie, wie in der alten Optik, aufbauen
(s. Literaturiibersicht); doch will ich hier darauf nicht ein-
gehen und begniige mich nachgewiesen zu haben, dass die
Theorie schon auf unserem Standpunkte wenigstens qualitativ
den Zusammenhang zwischen Absorption und Dispersion
wiedergiebt.

Ich bemerke noch, dass Maxwell eine ganz andere

. Erscheinung, die er auch elektrische Absorption nennt und

die ich einmal dielektrische Nachwirkung genannt habe, eben-
falls aus der Annahme erklirt, dass in Isolatoren besser
leitende Partikelchen eingelagert seien. Auch auf diese in-
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teressante Theorie, welche Lodge durch ein sinnreiches
Modell erlsutert?), kann ich hier nicht niher eingehen.

Fiir nicht dielektrisch polarisirbare Leiter, wenn es solche
iiberhaupt giebt, wire k = f = g = h = 0. Wir konnten also
die Gleichung 81 nicht verwenden. Da aber die Gleichungen
82 und 83 ganz dieselbe Form haben, so bleibt also auch
die Integrationsmethode dieselbe; es wird in den vorher-
gehenden Formeln k¥ =0, V, = 0o; p aber tritt an Stelle
von /. Die Gleichungen stimmen dann vollstindig mit denen
iiberein, welche Fourier fir die Wirmeleitung fand; die
Elektricitit bewegt sich daher in Leitern nach denselben
Gesetzen wie die geleitete Warme.?) Die Formel 88 liefert
fir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit den Werth:

V=1:)Cpr.
Die Amplitude reducirt sich bei Durchwanderung der

Liéngeneinheit auf den e~ 2xVC* fachen Werth; also, da
die Wellenliinge 4 = Vz= Jz:Cp ist, bei Durchwanderung

einer ganzen Welle auf den ¢ 2" fachen Werth. Obwohl
hier natiirlich 4 die Wellenlinge im betreffenden Medium
ist, die von der in der Luft total verschieden sein kann,
so sicht man doch, dass schon in sehr diinnen Schichten
die Wellenbewegung vollkommen erlischt. Wihrend also die
stationéire Stromung sich wesentlich auf das Innere der Leiter
beschréinkt, ist umgekehrt diese Wellenbewegung wesentlich
auf das Innere der Isolatoren beschrinkt und dringt i die
Leiter kaum ein. Doch scheint die Theorie der Schirm-
wirkung der Metalle gegen die Hertz’schen Schwingungen %)
sowie die Anwendung auf Kundt’s Bestimmung der Bre-
chungsquotienten der Metalle noch grosse Schwierigkeiten
zu haben.

) Lodge, Phil. mag. December 1876.
%) Maxwell, treatise vol. II. art. 801.
¥) Ebendort vol. II. art. 647.

Wellen in
Leitern.
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Zwilfte Vorlesung.
Elektrostatik.

97. Wir kommen nun zum schénsten, aber schwie-
rigsten Kapitel der Maxwell’schen Theorie, zur Lehre von
der statischen Elektricitit. Die alte Elektricitiatstheorie
macht sich dieselbe leicht. Sie stellt einfach die betreffen-
den Gesetze als Erfahrungsthatsachen an ihre Spitze. Hier
aber miissen wir sie als letzte Consequenzen aus unseren
Gleichungen ableiten.

Damit wir iiberhaupt freie Elektricitit erhalten, miissen
in dem Medium einmal 3Zussere elektromotorische Krifte
gewirkt haben. Wir miissen daher zunichst auf die all-
gemeinen Gleichungen 60 und 64 zuriickkommen. Wir
finden zundchst aus den Gleichungen 60, 63 und 64 (G,
D, E):

ku=kp+ kT =1 _ kol 1roX,
af
=k 4 4n 0f + kO(X, — X,).

Bildet man zwei analoge Gleichungen fiir kv und kw, diffe-
renzirt die erste partiell nach x, die zweite partiell nach y,
die dritte partiell nach » und addirt, so erhiélt man unter
Beriicksichtigung der Gleichung 66 (b):

d
89) k£+47z05=§,
wobei
ar
80) =Gt
und ausserdem im homogenen Felde:
= 0X,—-X) |, 0(Y,—-X,) 9% Zl)
e e s =

ist. Setzt man ferner:
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’ d d
91) o=%+£+é,
so fimadet man aus 63 (E):
ds
92) a—‘ <+ 0 =0 l)

') Im inhomogenen Felde ergiebt sich:

— (] C(X, - Xl) ] C( 72 - Xl) a C(Z"_t_zl_)
5'4 oz T 8y T éx ]

e (C 8 (C a (C
- —— [ — - ho— |2
4"k[faz(k) +95y (k) 9 (k)]
fir & und O erhilt man in ganz dhnlicher Weise:
b gp - oA [MESK) WO T | k=2

dt t oz oy 0%
dp 8 (k) dg 8 (1&_ d_ri(_k_)
—4msﬂﬂ+55§a+awzo]
@6 a8 9 dX,\ @ dvY,

4 4F3C_, dgac _, d4HaC
at) """ dr B~ T dt By dt 9%
#F 3k &G 3k H ok

di?* dx dt? dy de* 0=

Di¢ Gleichung 92 resp. die daraus fiir die Trennungsfiiche eines Lei-
ters und Nichtleiters folgende versinnlicht Poincaré in seiner Elec-
trieits et optique, p. 18, indem er f, g, h als die Componenten der Ver-
schicbung der Theilchen eines Fluidums (des fluide inducteur), p, q, r
sher als die Geschwindigkeitscomponenten der Theilchen eines zweiten
Fluidums auffasst. Die in Rede stehende Gleichung besagt danm,
dass aus jedem Volumelemente von dem einen Fluidum ein gleiches
Volumen ein-, als von dem anderen austritt, dass also beide Fluida
fir einander undurchdringlich sind. Wir kénnen dann nach Hertz's
Vorgang

als die Dichte der wahren, dagegen

o)+ 3(8) + % (3) =

als die Dichte der freien Elektricittit bezeichnen. Fiir letztere hat man:



Dichte der
Klektricitit.

Leiter, Iso-
latoren.

106 Zwilfte Vorlesung. [98. 99.

. 98. Aehnlich wie wir schon fir @ in Art. 87 die
Gleichung 70 fanden, folgt aus 89 fiir den Fall, dass
keine #usseren elektromotorischen Krifte wirken, also:

E=o0

4nC
93) e=Ce w
Wir kénnen daraus einen #ahnlichen Schluss, wie damals
fir @, nun auch fiir ¢ zichen. Falls sich das Medium ein-
mal in dem neutralen Zustande, wo nirgends weder elek-
trische, noch magnetische Kriifte wirkten, befunden hat und
seitdem in einem Punkte desselben keine #usseren elektro-
motorischen Krifte wirksam waren, muss daselbst C, =¢e¢=o0
sein. Dies gilt auch, wenn immer X =X, Y, =1,
Z, = Z, war, d. h. wenn, wie die elektromotorischen Krifte
der Induktion, so auch die #“usseren elektromotorischen
Krifte gleichmissig auf die dielektrische Polarisation und
die galvanische Stromung gewirkt haben. Haben dagegen
anders beschaffene #ussere elektromotorische Krifte gewirkt,
so kann und wird im Allgemeinen ¢ einen von Null ver-
schiedenen Werth haben.

Wir wollen schon jetzt, natiirlich ohne dabei an irgend
etwas Materielles zu denken, die Griosse & als die Dichte
der (wahren) Elektricitit im betrachteten Punkte bezeichnen.
Ist dann dz ein Volumelement, welches diesen Punkt ent-
hilt, so nennen wir ¢édz die gesammte in diesem Volum-
element enthaltene Elektricitit.

99. In dem Augenblicke, wo die &usseren elektromeo-
torischen Krifte zu wirken aufgehdrt haben, wird wieder
die Gleichung 93 gelten, es wird also & in geometrischer
Progression und zwar um so rascher abnehmen, je grosser

ist:

de, 4n (. 8C aC 0
ki?+4ﬂ08/— ---—k—(f'a_z +ya—y+h-a—g)

_ L (4 3k  dg Ok  dh 3K
k \dt 0z~ didy ' diox

ao(xﬂ_xl)+aC(Yi—Y;,)+aC(Z!_Zl) .
(-2 dy 0% :

+
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die Leitungsfihigkeit C und je kleiner die Dielekricitétscon-
gtante k ist. Im vollkommenen, nicht dielektrisirbaren Leiter,
wo k= o ist, muss daher durchweg f=g =h =0 ange-
nommen werden und es kann sich nach der Maxwell’schen
Theorie in dessen Innern keine freie Elektricitiat entwickeln.
Nur im vollkommenen Isolator, wo C = o ist, haben wir
nach dem Aufhoren der #Husseren elektromotorischen Krifte
¢=(,, die etwa entwickelte Elektricitat bleibt also in je-
dem Punkte unverindert; sie kann nicht entweichen. Nur
unter dieser Bedingung ist also dauerndes Auftreten freier
Elektricitat im Innern eines Korpers méglich.

100. Obwohl wir die Gleichungen, welche an der Ober-
fldche, wo zwei Korper aneinander grenzen, im Allgemeinen von
unseren Betrachtungen ausgeschlossen haben, so sollen hier
doch die folgenden, darauf Bezug habenden Bemerkungen
Platz finden. Wir denken uns solche Grenzflichen. immer
als continuirliche; aber #usserst ditnne Uebergangsschichten
und nehmen daher an, dass f, g, k, w, v, w, p, ¢, r sammt
ibren ersten Ableitungen als iberall continuirlich betrachtet
werden konnen. Wir wollen nun den Vektor der dielek-
trischen Polarisation mit ®, den der totalen elektrischen
Stromung mit €, den der galvanischen Stromung mit ® be-
zeichnen (s. Art. 88). Dies sind also vom Punkte, um dessen
f,9 u. 8. w. es sich handelt, aus gezogene Gerade, deren Pro-
jectionen auf die drei Coordinatenaxen f, g, h, resp. u, v, w;
5 ¢, r sind. Wir wollen weiter mit dzr das Volumelement
eines beliebigen Systems S von Korpern bezeichnen, welches
rings von einer in sich geschlossgnen Fliche o umschlossen
wird. do sei ein Element derselben, n die an dasselbe
nach aussen gezogene Normale.

Wir berechnen nun nach dem Vorgange Hertz’s das
Integrale

d
7 tdt = .—fﬁdt,
wobei die Integration iiber den ganzen Raum zu erstrecken

ist, der von der Fliche o umschlossen wird. Substituiren
wir fiir ¢ und 6 die Werthe 90 und 91, integriren die nach

Unzerstér-
barkeit der
elektrisch

Quantitiit,
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z differenzirten Ausdriicke partiell nach = und verfahren
ebenso mit y und %, so erhalten wir in bekannter Weise:!)

—;%f&dt: —fﬂdt = —dit do® cos (D, »)
=fdoRcos(9, n).

101. Sei zunéchst das System S rings vom freien Aether
umgeben, der sich in sehr grosser Entfernung im neutralen
Zustande befindet, so kann die Fliche o so construirt
werden, dass jedes Element derselben in Aether von neu-
tralem Zustande liegt. Dann werden ® und & in jedem
Elemente do den Werth Null haben. Es ist folglich:

d
dtfsdt=o.

Die gesammte, im System enthaltene Elektricitit kann
sich also nicht dndern. Wird durch #ussere elektromoto-
rische Krifte in einem Punkte Elektricitit erzeugt, so
muss immer dafir an einer anderen Stelle ein gleiches
Quantum der entgegengesetzten Elektricitit auftreten und
man bemerke wohl, dass alles dies, sowie auch alles noch
folgende nicht etwa Postulate sind, die wir der Erfahrung
entnehmen, sondern lediglich Consequenzen unserer Glei-
chungen, die sich in der Erfahrung bestitigen.

102. Sei nun das frither betrachtete System S ein
System von leitenden Korpern, die rings von beliebigen,
im Endlichen liegenden Isolatoren umgeben sind, in denen
die Flache o verlduft. Dann ist ebenfalls in jedem Fléchen-
elemente derselben p =g¢=r=60 =8 =0, und man ge-
langt wieder zu dem Resultate, dass die gesammte Menge
der Elektricitit in dem Koérpersysteme unveréinderlich blei-
ben muss.

Haben die #usseren elektromotorischen Kriifte zu wir-
ken aufgehort, so gilt dann im Innern eines jeden mit Lei-
tungsfihigkeit begabten Korpers die Gleichung 93; die da-

) Vergl. Kirchhoff's Vorlesungen iiber Mechanik, 3. Aufl.
S. 112,
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selbst urspriinglich etwa vorhandene Elektricitdt nimmt also
je nach der Leitungsfahigkeit rascher oder langsamer ab.
Endlich tritt Gleichgewicht ein; dann kann dieselbe nur
mehr in vollkommenen Isolatoren und an der Oberfliche
der leitenden Ko6rper angehiuft sein, wo wir das Vorhan-
densein ganz diinner Schichten annehmen, in denen die
Grossen k, C und p variabel sind, weshalb die Gleichung 93
nicht gilt.

Wir wollen diese Schichten als die geladenen Ober-
fldchen bezeichnen. Die Gesetze, nach denen sich die Elek-
tricitdt im Zustande des Gleichgewichts daselbst ausbreitet,
und die ponderomotorischen Krifte, welche bei Elektricitits-
ansammlung in Isolatoren und auf der Oberfliche von Lei-
tern auftreten, bilden das Object der Elektrostatik; denselben
sollen im Folgenden noch einige Betrachtungen gewidmet
werden.

103. In dem Gleichgewichtszustande, welchen wir jetzt
betrachten, haben alle elektrischen Stréme aufgehort. KEs
ist also:

df _dg _ dh

dt~ dt T dr T

U=V=W=DP=¢qg=T

Es ist alles stationir geworden. Wenn man folglich zu
verschiedenen Zeiten fiir einen Augenblick einen immer
gleich beschaffenen Solenoidpol in das Feld hineinbringt,
so konnen auf denselben nicht zu einer bestimmten Zeit
andere Krifte, als zu irgend einer anderen Zeit wirken,
falls solche Kriifte iiberhaupt vorhanden sind. Da dieselben
aber den Grossen a, , ¢ proportional sind, so konnen diese
Grossen jedenfalls nicht Funktionen der Zeit ¢ sein. KEs
muss also sein:

da db de

—_— = = 0

at — dt ~ dt

o

und die Gleichungen 40{4) zeigen zuniichst, wenn man sie
nach ¢ differenzirt, dass

dr da dH

at’ ai’ dt
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die partiellen Differentialquotienten einer Funktion v nach
den Coordinaten sind, welche nur die Coordinaten enthalten
kann. Bezeichnen wir diese Gréssen mit — P, — Q, — R,

7~ S0 erhalten wir:

dF dy
P=—r=—%s
- %6 _ _ oy
T dt —  dy
dH 3y
B=—r=—"%:

Im Isolator, fiir welchen C= o ist, liefern also die Glei-
chungen 68 (C"):

A = 5 = -
4Wf«—-—kﬁl 47‘9——’0%7 4mh = kax

(Die Ableitungen von F, @, H nach der Zeit sollen iibrigens,
auch wenn sie nicht partielle Differentialquotienten nach den
Coordinaten sind, mit — P, — @, — R bezeichnet werden.)
In allen Kérpern, fiir welche C nicht gleich Null ist und die
wir deshalb kurz Leiter nennen wollen, obwohl sie auch
zugleich dielektrischer Polarisation fihig sein konnen, hat
zu Anfang der Zeit die Gleichung 93 gegolten. Im Gleich-
gewichtszustande der Elektricitit ist p = ¢ =r = 0 und da-
her liefern die Gleichungen 67 (I):

a d d
94) £=%=%=m
oder 1 = const. In den Leitern ist also auch:

dne= —kdy =o,
wihrend in den Isolatoren
95) dme=—kdy
in denjenigen Punkten einen von Null verschiedenen Werth
haben kann, wo vormals #ussere elektromotorische Krifte
thatig waren.,

") Wenn man die #usseren elektromotorischen Krifte, wie ich
vorschlug, als die galvanischen und querikischen Krifte bezeichnen
wiirde, so wire diese etwas unbequeme Unterscheidung zwischen
#usserer und innerer elektromotorischer Kraft iiberfliissig.
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104. In einer der oben besprochenen elektrisch ge-
ladenen Oberflichen, deren wenn auch sehr kleine Dicke J
heissen mdge, #ndert sich alles sehr schnell in der Rich-
tung der Normalen. Wihlen wir daher diese zur z-Axe,
8o verschwindet daselbst 0g:0y und 6h:0x gegen 0f:0z.
Es ist also, wenn do ein Element der Oberfliche und dz
ein Dickendifferential vorstellt, welches noch gegen die Ge-
sammtdicke o der Oberflichenschichte unendlich klein ist,
die im Volumelemente do.dz enthaltene Elektricitit:

ar

iz dodz.
Die gesammte, dem Oberflichenelemente do anliegende Elek-
tricitit ist also:

z+ 4
af , _ 1 dy dy\
dof Edw—do(fl—ﬂ)—— —G(klm-l- ko d”,,)

Die Indices Null und 1 beziehen sich dabei auf die Werthe
2 beiden Seiten der Oberflichenschicht; n, und =, sind
die beiden jedes Mal von der Oberfliche gegen das Innere
des an der betreffenden Seite anliegenden Korpers hin ge-
zogenen Normalen. Es fillt also », mit der Richtung der
positiven z-Axe, n, aber mit der Richtung der negativen
z-Axe zusammen. Die Grosse

‘ __ 1 oy dy
%) 1= = (hae + ko)
bezeichnen wir als die Oberflichendichtigkeit der Elek-
tricitdt im betreffenden Elemente der Oberfliche, N
Bezieht sich der Index Null auf einen Leiter, so ist,
wie wir sahen dy:dn, = 0, daher:

kb dy

50 =

Es sind dies die gelidufigen Gleichungen der Elektrostatik.

Flldchen~
Elektricitit.
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Dreizehnte Vorlesung.
Ponderomotorische Kriafte elektrisirter Kugeln;
deren Abhiingigkeit von k.

105. Wir wollen nun noch die Gesetze der pondero-
motorischen Krifte zwischen elektrisch geladenen Korpern
aufsuchen. Wir betrachten zuerst einen ganz speciellen
Fall. Ein iberall hin unbegrenzter Isolator soll vom neu-
tralen Zustande ausgegangen sein. Nur in gewissen Ge-
bieten R sollen wihrend einer gewissen Zeit dussere elektro-
motorische Krifte thiitig gewesen sein. Dann soll elek-
trisches Gleichgewicht eingetreten sein. Innerhalb der Ge-
biete R ist also dann:

95) —kdy =4nme,
wihrend im gesammten iibrigen Raume
98) Ay = o ist.

106. Wir wollen zuniéchst das Problem noch weiter
specialisiren:

Erstens: Das Gebiet R soll eine sehr kleine Kugel vom
Centrum O sein. Die #usseren elektromotorischen Krifte,
welche darin gewirkt haben, sollen nach allen von O aus-
gehenden Richtungen vollkommen gleichmissig thitig ge-
wesen sein, so dass alles rings um den Punkt O herum
vollkommen symmetrisch ist. Eine Spur von Leitung muss
dabei das Abfliessen der anderen Elektricitit in’s Unendliche
ermdglicht haben, oder diese muss auf einen Leiter iiber-
gegangen sein, der dann mechanisch entfernt wurde. KEs ist
dann 1 nur Funktion der Entfernung r des Aufpunktes vom
Punkte O und muss ausserhalb der Kugel gemiss der
Gleichung 98 die Form haben:

99) 24+B
folglich ist:

_ kdz _kAy __kAx
r= v LA A v T 4ny

Zweitens: Das Gebiet R soll nun aus zwei derartigen Ku-
geln mit den Centren O und O bestehen. Die Entfernung
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des Aufpunktes von O und O soll r resp. » heissen. Wir
geniigen offenbar den Gleichungen, wenn wir jetzt im ganzen
Raume, mit Ausnahme des Innern der Kugeln setzen:

100) y=2+%+B

Da diese Losung, sowohl in der unmittelbaren Nachbar-
schaft des Punktes O, als auch in der des Punktes O un-
endlich nahe mit der Losung 99 zusammenfillt, so ist wohl
kein Zweifel, dass sie dem Falle entspricht, dass beide
Kugeln gleichmissig elektrisirt worden sind. Der exacte
Beweis hierfiir kann natiirlich nur aus den Gleichungen 95
und 96 geliefert werden, und zwar miisste, wenn die Ku-
geln aus isolirendem Materiale bestehen, die ganze Elek- -
trisirung derselben, also die Werthe von ¢ und % im Innern
und an der Oberfliche der Kugeln gegeben sein.

Durch das Vorhandensein dieser beiden elektrisirten
Kugeln erfihrt das ganze unendliche Dielektricum eine ge-
wisse dielektrische Polarisation. Um dieselbe zu berech-
nen, fiihren wir ein rechtwinkliges Coordinatensystem ein
und bezeichnen die Coordinaten der Punkte O und O mit
+ b,0,0 und — b, 0, 0, so dass die geradlinige Entfernung
00O =c¢=2b ist. Die Coordinaten des Aufpunktes P be-
zeichnen wir mit 2, y, »; die Componenten der dielelektri-
schen Polarisation daselbst werden die Werthe haben:

k 0 kA kA’
= e T i @D+ A+ )

_ k 0y __ kAy  kA'y

101)y 9= =47 Gy = 2art T 4ar
k 0y _ kAx | kA'x

47 02  4nrd ' 4ny®

Die gesammte, durch die dielektrische Polarisation erzeugte
Energie ist nach Formel 61 (¢ in Art. 88):

H=2T"fdt(f”+g2+h2)

-G+ (G

Boltzmann, Vorlesungep. 8

02)
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Da ausser der dielektrischen Polarisation sonst keinerlei
elektrische oder magnetische Stérungen im Felde vorhanden
sind, so stellt dies offenbar den Gesammtwerth der elektro-
magnetischen Energie des Feldes dar.

Fihrt man fir f, g, b die obigen Werthe ein, so stellt
sich 77 als Summe dreier Glieder dar, von denen das erste
IT, den Faktor 4% das zweite II, den Faktor A4'% das
dritte JZ; den Faktor 44" hat. Es ist dann der Gesammt-
werth:

II= III + IIa + IIsr

wobei:
_ k42 rdr
17 8 ) r
103) k4? pdr
2= 8n |

Wir berechnen zuerst:

_ kAL 2 — b 4+ y* + 2%,
113 T 4n fdt r3y’3

Behufs Ausfihrung der Integration wollen wir zur Be-
stimmung der Lage des Aufpunktes P cylindrische Coor-
dinaten einfithren, indem wir setzen:

y=pcos ¥  und % = o 8in &,
woraus, wenn die Integration nach & sogleich durchgefithrt
wird, folgt:
dr =2mnedodx.

Da im Ausdrucke /7, die Grosse unter den Integralzeichen
fir negative und positive Werthe von z denselben Werth
hat, so kann man die Integration beziiglich z von Null bis
oo statt von — oo bis + oo erstrecken und mit 2 multi-
pliciren und erhilt so:

-S> 2Lt
I, =kAdd (dz [ edo 2128 .
8 .f z.fg ()V(x’+q’+b’)’—4b’a;’3

Wir filhren hier zunichst statt ¢ die neue Variable

u =z + 92 + b?
ein und erhalten:
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u — 2b2
_AAfdx[du o
0 + bt

Das unbestimmte Integrale nach u hat den Werth:

_ 1 u _ 1 u — 2x?

— + =1 — .
Vul— 40322 22 Yul— 4b%2 22 Vu — 4572

Das bestimmte zwischen den Grenzen z2 4 b® und 0o ge-

nommene Integrale hat also fir # < b den Werth Null, fir
z>b aber den Werth 1:22. Es ist also:

, da: kA A’ kAA
I, =k44 7 Y S )
b

Es gollen nun die beiden elektrisirten Kugeln an sich voll-
kommen unveriindert bleiben, nur die Entfernung ¢ ihrer
Centra soll um d¢ abnehmen. Man sieht leicht, dass dann

7, und 17, vollkommen unverindert bleiben, nur 1T

W&.chst um

ST, =4 ; dc
Da, sonst keine Energiequelle vorhanden ist, so muss diese
Tergie durch Arbeit gewonnen worden sein, welche die
2Qaf beide Kugeln von aussen wirkenden ponderomotori-
sChen Krafte geleistet haben. Um also die Centra beider
Kllgeln in den Punkten O und O festzuhalten, muss auf
jede Kugel von aussen eine ponderomotorische Kraft K
Wirken, welche die Entfernung ¢ zu verkleinern strebt. Die
Arbeit dieser Aussenkrifte bei der Abnahme von ¢ um de
18t also K.dc, und da diese Arbeit die einzige Quelle fir
den oben gefundenen Energiezuwachs ist, so muss sie dem-
selben gleich sein, woraus folgt:

104) K="44.

c?
Diese Kraft muss von aussen wirkend die beiden Kugeln
gogeneinander treiben, um sie in Ruhe zu erhalten; die

Kugeln selbst werden sich daher mit einer gleichen Kraft
scheinbar abstossen.
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107. Nun erst wollen wir zur Berechnung von /7, und

IT, schreiten. Diese Grossen werden unendlich, wenn wir

exact bis zu dem Punkt O und O integriren. Es zeigt

uns dies an, dass die Energie des Mediums unendlich werden

muss, wenn endliche Elektricitatsmengen in mathematlschen
Punkten angehiiuft werden sollen.

Wir miissen daher jetzt die unmittelbare Umgebung
der beiden Punkte O und O’ ins Auge fassen. Sei, wie
es praktisch am haufigsten vorkommt, sowohl im Punkte
O als auch im Punkte O eine kleine leitende elektrisirte
Kugel vorhanden. @ und a’ seien die Radien der beiden-
Kugeln; dann kann in deren unmittelbarer Umgebung in
der Gleichung 100 das A’ enthaltende Glied vernachlissigt
werden. Es folgt also fir » > a:

dy A

dr= — 3’
wihrend man fir » < a im Innern eines Leiters ist und
also hat: dy

ar = 0.

Wir wollen die Werthe, welche diese beiden Differential-
quotienten unmittelbar an der Oberfliche der Kugel an-
nehmen, durch die Indices 1 und Null bezeichnen, so dass
man also hat:

In der Formel 96 ist jetzt zu setzen:

dy _ (dy
dn, (dr)
v__(
dn,= (dr)
woraus sich ergiebt:
kA
"= e

Fiir die gesammte, auf der Kugel befindliche Elektricitits-
menge ergiebt sich also der Werth:

E=4ma?n=kA.



108.] Elektricititsmenge in einer isolirenden Kugel. 117

Ebenso findet man fir die auf der anderen Kugel befind-
liche Elektricitdtsmenge den Werth:

E =FkA4’
und die Formel 104 geht fiber in:
EE’
105) K=315 .

Nun kann auch 77, berechnet werden. Da sich das Innere
der Kugel in normalem Zustande befindet, so liefert die
Formel 103:

@®
106) o=t ke B

= _—— == — .

2 ) P 2a  2ka

Man sieht, dass die frither gemachte Annahme in der That
berechtigt war, dass 77, und I7, nicht Funktionen von
¢ sind.

108. Es wird praktisch selten vorkommen, aber immer- Ecksricitats-
hin auch maglich sein, dass die beiden Kugeln von der- et fsol-
selben Substanz wie der umgebende Raum erfiillt sind, und renden Kuget.,
dass Kriifte thitig waren, welche das Innere dieser Kugeln
elektrisirt (z. B. gleichmissig mit Elektricitdt von der con-
stanten Dichte & erfiillt) haben.

Da die Kugeln unendlich klein sind, kann man im
Innern der einen immer den Einfluss der anderen vernach-

lissigen. Es wird daher nach Gleichung 95

_ dy 2 dy _ 4ms
Aw—w;-l-??;———’}—--—const.

Daher:

Y= —2mer?: 3k,
da v fiir » = o nicht unendlich werden darf und eine ad-
ditive Constante keine Rolle spielt. Soll jetzt an der Ober-

fliche der Kugel keine Elektricitat angehiuft sein, so
missen die beiden Grossen:

dy\ _  4nmea dyy _ 4
(E)o““ sp und (dr)l— @

den gleichen Werth haben, woraus folgt:
e=3kA: 4nad.
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Die gesammte, auf der Kugel befindliche Elektricitiit aber
hat den Werth:

E=4nad¢ :8=1FkA,
welcher mit dem frither gefundenen iibereinstimmt.

109. Die Formel 105 zeigt, dass die ponderomotorische
Kraft dem % verkehrt proportional ist, also in demselben
Verhiltnisse kleiner wird, je grosser k ist, wenn gleiche
Elektricitdtsmengen in verschiedenen Medien aufeinander
wirken. Wenn man die Versuche, durch welche die sta-
tische Einheit der Elektricitit bestimmt wird, in anderen
Medien. als Luft ausfithren wiirde, so wiirde dieselbe der
Wurzel aus & direct proportional, also die Zahl, welche
die gleiche Elektricititsmenge statisch ausdriickt, dieser
Wurzel verkehrt proportional herauskommen. Da wir iden-
tische Formeln fiir Magnetpole erhalten werden, so gilt
dasselbe beziiglich der Constante u fiir Magnetpole, d. h.
fir Solenoidpole, welche in das neue Medium gebracht
werden, ohne dass der Stoff, welcher das Innere der Draht-
ringe erfiillt, gewechselt wird.

Aus der Formel 79 dagegen folgt, dass die elektro-
dynamischen und aus Formel 74, dass die Induktions-
wirkungen gleicher Strome in verschiedenen Medien dem g
direct proportional, daher die elektrodynamische Strom-
einheit /' verkehrt proportional ist. Dasselbe gilt natiir-
lich auch von Solenoiden, wenn das Medium sowohl in der
Umgebung als auch im Innern beider gewechselt wird. Die
Wirkung eines Stromes auf ein Solenoid, in dessen Innern
das Medium nicht wechselt (Magnet), also auch eines Sole-
noids, in dessen Innern das Medium wechselt, auf ein an-
deres Solenoid, in dessen Innern das Medium nicht wechselt,
bleiben unveridndert. Die elektromagnetische Stromeinheit
aber ist )/ verkehrt proportional, da die Einheit des
Magnetismus dieser Grosse direct proportional ist; je mehr
Magnetismus aber, desto weniger Strom braucht man zur
Erzielung der gleichen Kraft,
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Vierzehnte Vorleéung.

Statisches und magnetisches Maass. Elektrosta-
tische Krifte allgemein. Magnete. Schluss.

110. Es wird bei der Klasse von Erscheinungen, welche

wir jetzt betrachten, am naturgemissesten sein, die Ein-
heit von E so zu wahlen, dass, wenn jede der Kugeln mit
ihr geladen ist, sie in der Distanz 1 die Abstossung 1 in
Luft aufeinander ausiiben. Dann wird Constante & fiir
Luft den Werth eins haben und man erhilt aus 105:
107) g=2F.
Der Index s wurde beigefiigt, weil wir dieses Maasssystem
das statische nennen. Die Constante des Ampére’schen
(esetzes wird dann keinen einfachen Zahlenwerth annehmen;
sie ist nach bekannten Methoden bestimmt worden und da
diese Bestimmungen alle in das Gewand der alten Theorie
gekleidet sind, so muss ich ihre Resultate hier auch vom
Standpunkte der alten Theorie vortragen.

111. TIch will da eine kleine Ged#chtnisshiilfe mit-
theilen, durch welche man, wenn man gerade kein Lehr-
buch zur Hand hat, sofort die Umrechnung des statischen
ins magnetische Strommaass im Kopfe ausfiihren kann.

Wir denken uns zwei statisch gemessene Elektricitits-
mengen 1 in der Entfernung ¢ = 1. Dieselben stossen sich
mit der Kraft 1 ab. Nun sollen sie beide mit der Ge-
schwindigkeit » gleichgerichtet und senkrecht zu p bewegt
werden. Sie stellen dann gleichgerichtete Stromelemente
von der Linge 1 dar, deren statisch gemessene Stromin-
tensitat i, = v ist.?)

1) Wiiren in einem langen Drahte in Punkten, die den Abstand 1
hitten, je Elekricititsmengen 1, die sich mit der Geschwindigkeit v
bewegten, so wiirde daselbst die statische Stromstiirke » herrachen.
Wire die Liingeneinheit des Drahtes mit der statischen Elektricitits-

menge eins geladen, und wiirde sich der Draht sammt seiner Ladung
mit der Geschwindigkeit ¥ in seiner Richtung bewegen, so wire die

Statisches
Maass.

Umrechnung
beider Maass-
systeme.
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Sie iiben jetzt auch eine elektrodynamische Anziehung
aufeinander aus und diese wird nach dem Grassmann’-
schen Gesetze gleich der elektrostatischen Abstossung, wenn
die magnetisch gemessene Stromintensitit gleich 1 ist. Be-
zeichnen wir daher den Werth, welchen » in diesem Falle
annimmt, mit ¥, so ist jetzt die magnetisch gemessene
Stromintensitit 4, = 1, die statisch gemessene aber i, = ¥;
da aber die Zahlen, welche man erhilt, wenn man die
Stromintensitét einmal in dem einen, das andere Mal in
dem anderen Maasse misst, offenbar einander proportional
sein miissen, so muss fiir jeden Strom

%, =i ¥ sein. :

Da beide Maasssysteme so gewahlt sind, dass die Con-
stante des Joule’schen Gesetzes gleich 1 wird, so ist, wenn
e die elektromotorische Kraft bedeutet:

6,9, = €nin oder e, =en:¥.

Da endlich auch die Constante des Ohm’schen Gesetzes
in beiden Maasssystemen gleich 1 ist, so hat man, wenn
den Widerstand bezeichnet:

5,00, 1 €, = Oy : 6w, 2180 @, = @, : P2

Nun sahen wir, dass nach dem Ampére’schen Gesetze
die Anziehung, welche zwei Stromelemente aufeinander aus-
iitben, den Werth hat:

’—"t""isg—il [20‘ —3p g’] = z,o;’:l:;ﬁ (20’ -3 gg’) .
Vergleicht man dies mit der Formel 79, so findet man,
dass die Constante p fiir Luft im elektrostatischen Maasse
gemessen den Werth g, = 1: 2 haben muss.

112. Fir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elek-
trischen Wellen in einem nichtleitenden Dielektricum fanden
wir den Werth: V=1:Vuk

Wenden wir das elektrostatische Maasssystem an, so ist
fir Luft: g,=1:92% k =1 daher V=9.
113. Natiirlich kénnten wir auch dasin den fritheren Vor-

elektrostatische Abstossung auf einen parallelen, gleich geladenen und
gleich bewegten gleich der elektrodynamischen Anziehung ihrer Con-
vectionsstrome.
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lesungen angewendete magnetische Maasssystem gebrauchen.
Man kann ja nach dem Vorgetragenen ohne Weiteres df: d¢,
was ja eine Stromstirke darstellt, in magnetischem Strom-
maasse messen, daraus durch Integration nach ¢ die Grossen
f, 9 b und folglich auch & % und E (z. B. die Ladung eines
Condensators) im magnetischen Maasse ausdriicken (vgl
vierte und fiinfte Vorlesung).

Wiirde man diesen Weg einschlagen, so hitte die Con-
stante u den Werth:

Pa=1.

Man findet dann aus den Betrachtungen des Art. 111, dass die
Constante % der Formel 105 nicht gleich 1, sondern gleich:
k,,. =1: il”
ist. Denn die Grossen E und E’ dieser Formel verhalten
sich wie fid¢, also wie ¢«. Wir fanden aber:

%, = in¥, daher auch E, = E,¥,
daher liefert die Formel 107:
’ 3
K= B ER0,

Dies mit Formel 105 verglichen, liefert den eben an-
gefibrten Werth fiir Z,. Fir die Fortpflanzungsgeschwindig-
keit der Wellen in Luft ergiebt sich jetzt:

1t Vi
Also natiirlich derselbe Zahlenwerth wie frither.
Die Formel 106 liefert bei Anwendung des elektro- seistpoten-

. tial einer
statischen Maasses: elektrisirten

IIl = E”, . 2a’ Kugel.
dies ist bekanntlich das Selbstpotential der auf einer Kugel
aufgehiiuften Elektricitit, also die gesammte, zu ihrer La-
dung erforderliche Arbeit, welche hier nothwendig gleich
der im Medium vorhandenen Energie der dielektrischen
Polarisation sein muss, da wir Fernwirkung ausschliessen
und im Innern der leitenden Kugel der neutrale Zustand,
also keine Energie vorhanden ist.

114. Nun kénnen wir leicht die ponderomotonschen gﬁi%&?&

Krifte finden, welche beliebige Elektricititen auf beliebige der Fermoir-

ng stati-
andere ausiiben. Man denke sich zu diesem Zwecke zwei s steris-

Systeme elektrischer Ladungen gegeben. Das erste System it
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soll dadurch bestimmt sein, dass gewisse Volumelemente
dr gewisse Elektricititsmengen ¢ dz, gewisse Flichenele-
mente do ebenfalls Elektricititsmengen 7, do enthalten; das
zweite dadurch, dass gewisse andere Volumelemente Elektri-
cititsmengen ¢, dz, gewisse Flichenelemente Elektricitats-
mengen 7, do enthalten. Das Gesammtpotentiale 1 in einem
Aufpunkte ist dann eine Summe, 1, + v,, Wobei 1, das
Potential ist, welches herrschen wiirde, wenn nur das erste
System, v, wenn nur das zweite System elektrischer Massen
vorhanden wire. Die Gleichung 102 liefert dann wieder:

o=1, + I, + II,
wobei:

- o (2 (54 (2]
- o)+ 05+ )

II = fdt dy, Ay, a% dyy + dyy a'l’s] .

dx Ox ay By ' 9x ox

*

IT, ist lediglich von der Lage der elektrischen Massen des
ersten, II, von der des zweiten Systems abhingig, I7, da-
gegen stellt die Energie der Wechselwirkung beider Sy-
steme dar.

Bleiben die Massen des ersten Systems gegeneinander
unverriickt, ebenso die des zweiten und #ndern nur die
beiden Systeme ihre relative Lage, so #ndert sich daher
nur JI; und seine Verinderung giebt die dabei geleistete
Arbeit.

Die partielle Integration des obigen Ausdruckes fiir
IT, aber liefert nach bekannten Methoden:

I, = — fd ‘Pz%——fdthd'%

=fd°"71 Yy +fdt51¢'27

wobei do ein Klement einer beliebigen Trennungsfliche
zweier Korper, n sowohl auf der einen als auf der anderen
Seite die von do weg gegen das Innere des an der betref-
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fenden Seite angrenzenden Korpers hin gezogenen Normale
vorstellt.

Da nun y dem entspricht, was man in der alten Theorie
das Potential auf die Elektricititsmenge 1 oder kurz die
Potentialfunktion genannt hat, so ist der zuletzt gefundene
Ausdruck das gesammte Potential des einen Systems elek-
trischer Massen auf das andere. Seine Verinderung driickt
die geleistete Arbeit aus. Seine Ableitungen nach den ver-
schiedenen Coordinaten liefern also die Krifte.

115. Wir wollen nun wieder einen kurzen Blick auf Ezperim. Be-

stimmung der

Erscheinungen werfen, die wir im Allgemeinen von der Be- Dietektrici-
trachtung ausgeschlossen haben. Wir denken uns ein recht- Htaeanatante
winkliges Coordinatensystem. Die yx-Ebene soll eine sehr
grosse leitende Ebene darstellen. Der Raum, welcher die
Punkte umfasst, deren Abcissen zwischen Null und /, liegen,
soll mit einem Dielektricum erfiillt sein, in welchem %
den Werth %, hat; ebenso der Raum, welcher die Punkte
umfasst, deren Abscissen zwischen /, +d und | +d+ 1,
liegen. Der Raum dagegen, welcher die Punkte umfasst,
deren Abscissen zwischen den Grenzen /, und [, + d liegen,
soll mit einem Dielektricum, fir welches ¥ den Werth £,
hat, erfiillt sein; endlich soll die Fliche, fir welche z gleich
L +1, 4+ d ist, die Begrenzungsfliche eines zweiten Leiters
gsein, welcher sich nach der Seite der wachsenden Abscissen
hin erstreckt. Bis auf die Punkte in der Nihe des Randes
der leitenden Platten, welchen wir allenthalben unendlich
weit entfernt voraussetzen, wird g = k» = 0, f aber nur eine
Funktion von z sein. KEs seien alle elektrischen Stréme
und Oscillationen abgelaufen, so dass die Gleichungen
des Art. 103 gelten. Der Ausdruck Ay reducirt sich da-
her auf
L
dx?

Beide Dielektrica sollen aus dem normalen Zustande, ohne
dass im Innern derselben durch Reibung etc. Elektricitéit
entwickelt wurde, in ihren jetzigen Zustand iibergegangen
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gein. Dann ist nach dem Gesagten daselbst tiberall s = 0;
daher nach Gleichung 98 auch
108) ¥ 0.
Wenn wir die Grenzschichten als diinne Uebergangsschichten
auffassen, so gilt das Gleiche auch von jedem Punkte im
Innern einer Grenzschicht. Ueberall ist § = 0; daher muss,
wenn die Schichtendicke sehr klein wird, auch 7% = 0 sein.
Die letztere Bedingung liefert mit Riicksicht auf die Glei-
chung 96:
109) A A LA

0dn, dn, ?
welche @leichung auch bei allen anderen Problemen an
der Trennungsfliche zweier Dielektrica erfiillt sein muss,
wenn daselbst niemals durch Reibung etc. Elektricitat ent-
wickelt wurde. Da dvy : dn an der Grenzschicht einen
endlichen Sprung macht, muss 1 selbst continuirlich sein.
Sei fiir = 0, 9 = 0; fiir z = |, + I, + d aber habe vy einen
gegebenen Werth ¥. Den Werth des ¢ fir 0 <z <4
bezeichnen wir mit v,, dann ist also:

Y, = Az

Firl, <z <, + d muss ¢ die Form y, = Bz + C haben.
Fir die Ebene z =1 ist:

dy _ _dw _ dy _dys _
e N o
daher- liefert die Gleichung 109:
kB —kyA=0.

Da 1 selbst continuirlich ist, so folgt:

Akl = Akyl + Ch,
Wendet man dieselben Bedingungen auf die Ebene z = !
an, so ergiebt sich fiir:

L+d<z<l+d+1

fir  der Werth:
ko—k

' Yy =Aac+Ade;—‘;
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Daher wird:

by W= Akl + Ak, d,
wobei I = I, + I, gesetzt wurde. Da in der Ebene z =1+ 4
wieder ein Leiter beginnen soll, so ist die auf der Fliche

& desselben angehiufte Elektricitit nach Gleichung 97 zu
berechnen und hat den Werth:

ky d 1
E=nF=F 22 = T4k

4n dx
Daher ist:
. Y 4afl d
110) _E=§.(ko +E)'

Dieser Quotient heisst die reciproke Capacitit des aus
beiden leitenden Platten zusammengesetzten Condensators,
wenn die gesammte Fliche jeder Platte gleich § ware. Ist
das erste Dielektricum Luft und misst man im elektrosta-
tischen Maasse, so wird:

k,=1

und man findet daher fiir die reciproke Capacitit
¥  4n d
F =50+
Hatte k, denselben Werth, wie fiir Luft, so wire die reci-

proke Capacitit:

F -5

Der Umstand, dass ein Theil der Zwischenschicht durch
ein von Luft verschiedenes Dielektricum gebildet wird, hat
also denselben Effect, als ob die Dicke 4 der Schicht,
welche von dem Dielektricum erfiillt wird, im Verhiltnisse
1: % vermindert wire. Ist bei unverinderter Distanz der
leitenden Platten der Zwischenraum zwischen denselben
einmal ganz mit Luft, das andere Mal ganz mit jenem von
Luft verschiedenen Dielektricum erfiillt, so ist die Capacitit
im zweiten Falle k, mal so gross, worauf bekanntlich die
einfachste Bestimmungsmethode der Dielektrisirungszahl
oder Dielektricitiatsconstante % beruht.
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116. Setzen wir:
b

a .4
lll(F’) ¢=m’ ﬂ=m7 7=m7

so erhalten wir fiir diese Grossen ganz #hnliche Gleichun-
gen, wie die soeben discutirten fiir einen vollkommenen
Isolator bei Abwesenheit dusserer elektromotorischer Krifte
geltenden, nur dass an Stelle von f, 9, &, P, Q, R
k:4m, v jetzt der Reihe nach treten a, b, ¢, «, 8, 7,
4mp, @. Ausserdem erscheint in den Gleichungen, welche
wir die Stokes’schen nannten, das Zeichen verkehrt, als
ob das Coordinatensystem in sein Spiegelbild verkehrt wire
und in den Dielektrisirungs- und Magnetisirungsgleichungen
bei den Constanten der Faktor 4x mit 1: 4~ vertauscht.
Man hat nimlich:

) TF= "ay’ C) 4nf=kP,
df _dy 98, o
R)W—a—y—ﬁ F)E—lm-l)

Diss beweist, dass die Wirkung von Solenoidpolen in Me-
dien, wo die Constante p verschiedene Werthe hat, in ganz
analoger Weise modificirt wird, wie die Wirkung der freien
Elektricitat der Medien mit verschiedenen k. So sahen wir,
dass die Trennungsfliche zweier Medien, in denen k ver-
schiedene Werthe hat, unter dem KEinflusse elektrischer
Krifte sich.so verhilt, als ob dort fern wirkende Elektri-
citit vorhanden wire; analog wird die Trennungsfliche
zweier Medien mit verschiedenen Werthen von u sich so
verhalten, als ob dort Solenoidpole (Magnetismen) vorhanden
wiren. :

Wir nannten 7, g, b die Componenten der dielektrischen
Polarisation oder des dielektrischen Momentes der Volum-
einheit, P, Q, R die Componenten der elektrischen Kraft
(wirkend auf die Elektricititsmenge 1), v das elektrische

1) Ueber diese Analogie vgl. Rowland, Amer. journ. of math.,
vol. II, p. 854; vol. III, p. 89, 1879 und 1880.

/
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Potentiale (ebenfalls auf einen Aufpunkt, in dem sich die
Elektricititsmenge 1 befindet), & die Dielektrisirungszahl
oder Dielektricititsconstante. Gerade so sollen jetzt «, 8, ¥
die Componenten der magnetischen Polarisation oder des
magnetischen Momentes der Volumeinheit, a, b, ¢ die der
magnetischen Kraft, ¢ das magnetische Potential, p die
Magnetisirungszahl oder Magnetisirungsconstante heissen.
An Stelle der statischen Elektricitit tritt aber jetzt die
Wirkung von Solenoidpolen. Permanente Magnete denken
wir uns immer als Systeme von Molekiilen, die solenoid-
artig von elektrischen Stromen umflossen sind.

Fir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen
‘Wellen in Isolatoren konnen wir jetzt schreiben: ;

V=9: V’?M_-,
daher fiir die Brechungsexponenten:
112) v =Yip

Wir haben nun die Formeln entwickelt und uns so
weit orientirt, dass wir deren Bedeutung kennen gelernt,
uns von ihrer Uebereinstimmung mit der Erfahrung im
Allgemeinen iiberzeugt und sie zur Anwendung auf simmt-
liche Probleme der Elektrostatik und Elektrodynamik, der
Lehre von den elektrischen und optischen Schwingungen
zurecht gelegt. Wir haben gewissermaassen die Tafel ge-
deckt, die Speisen zubereitet und ab und zu verkostet;
haben aber keine Zeit mehr, uns zu Tische zu setzen.
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Zweiter Anhang.

Zusammenstellung der Bezeichnungen dieses Buches mit denen
Helmholtz’s (Borchardt’s Journal 72. p. 57. 1870), Stefan’s
(Wien. Sitzungsber. 70. p. 589. Dec. 1874) und Hertz's (Gottinger
Nachrichten 19. Méirz 1890. Wied. Ann. 40. p. 577. 1890.) (Schliissel).

In den wenigen Fillen, wo sich die Bezeichnungen Maxwell’s
mit denen des vorliegenden Buches nicht genau decken, sind die
ersteren (speciell die in dessen Treatise on Electr. angewandten) in
eckiger Klammer beigefiigt. Da namentlich die Helmholtz'sche
Theorie vielfach von der Maxwell’schen abweicht, ist die Ueberein-
stimmung der zugeordneten Bezeichnungen oft keine vollstindige.
Wo dies besonders stark hervortritt, wurde ein Fragezeichen beige-
fiigt. Zwei Fragezeichen bedeuten eine vollige Verschiedenheit beider
Begriffe, die nur einer gewissen Analogie wegen in Parallele gesetzt
wurden.
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Besonders zu bemerken ist, dass man aus Helmholtz's Formeln
die Maxwell’schen erhilt, wenn man in ersteren & und s schon fiir
Luft und daher auch fiir alle anderen Korper gross gegen die Ein-
heit, k aber gleich Null setzt.
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Helmholtz, H. v., Wissenschaftliche Abhandlungen.
2 Bande. gr. 8°. 1882—83. Mit Portrit in Stahlstich
und 8 lith. Tafeln. N 40.—

Seiner Zeit in selbstindigen Broschiiren, oder in verschiedenen Zeit-
schriften verdffentlicht, ist ein grosser Teil der hier wieder herausgegebenen
Abhandlungen gar nicht mehr oder doch nur unter besonderen Schwierig-
keiten zugiinglich gewesen. — In Anbetracht ihrer Wichtigkeit konnte
daher eine nochmalige Herausgabe in gleichmissiger moderner Ausstat-
tang als Bediirfnis betrachtet werden und die giinstige Aufnahme, welche
dieselbe bei dem wissenschaftlichen Publikum fand, hat diese Annahme
vollauf gerechtfertigt.

In dieser nenen Gesamtausgabe sind iiberall die Seitenzahlen des
Originaldrucks am Rande angegeben, so dass Citate nach letzterem auch
in der neuen Ausgabe nachgeschlagen werden kinnen.

. Jeder der beiden Binde wird allein abgegeben, dxﬁegen kénnen
eimzelne Abhandlungen oder Gruppen derselben nicht geliefert werden.

Erster Band.
VIII, 938 Seit. gr. 8° mit Portrit und 3 lithogr. Tafeln. .4 20.—

Inhalt:
. Zur Lehre von der Energle: Bericht iiber die Theorie der phy-
siologischen Wiirmeerscheinungen fiir 1845. -~ Uber die Erhaltung der
. 1847. — Erwiderung auf die Bemerkungen von Hrn. Clausius.
1854, — Uber Eigenschaften des Eises. 1865. — Hydrodynamik: Uber
Integrale der hydrodynamischen Gleichungen, welche den Wirbelbewe-
gungen entsprechen. 1858. — Sur le mouvement le plus général d'un
fluide, 1868. — Sur le mouvement des fluides. — Réponse & la note de
M. 8. Bertrand. 1868. — Uber diskontinuierliche Fliissigkeitsbewegungen.
1868. — Uber ein Theorem, geometrisch #hnliche Bewegungen flissiger
Kirper betreffend, nebst Anwendung auf das Problem, Luftballons zu
lenken, 1873. — Uber Reibung tropfbarer Fliissigkeiten. 1860. — Zur
Theorie der stationiren Strome in reibenden Fliissigkeiten. 1869. —
Schallbewegung: Bericht iiber die theoretische Akustik betreffenden
Arbeiten im Jahre 1848 und 1849. — Uber Kombinationstone. 1856, —
Theorie der Luftschwingungen in Rohren mit offenen Enden. 1859. —
Uber den Einfluss der Reibung in der Luft auf die Schallbewegung. 1863.
— Zur Theorie der Zungenpfeifen. 1861. — Uber die Vokale. 1857. —
Uber die Klangfarbe der Vokale. 1859. — Uber Klangfarben. 1860. —
Uber die Bewegung der Violinsaiten, 1860. — Uber musikalische Tempe-
ratur. 1860. — Uber die arabisch-persische Tonleiter. 1862. — Elektro-
dynamik: Uber die Dauer und den Verlauf der durch Stromesschwan-
kungen induzierten Strome. 1851. — Telephon und Klangfarbe. 1878. —
er einige Gresetze der Verteilung elektrischer Stréme in kérperlichen
Leitern mit Anwendung auf die tierisch-elektrischen Versuche. 1853. —
Uber eine allgemeine Transformationsmethode der Probleme iiber elek-
trische Verteilung. 1862. — Uber die physiologische Wirkung kurz-
dauernder elektrischer Schlige im Innern von ausgedehnten leitenden
Massen. 18689. — Uber elektrische Oscillationen. 1869. — Uber die Ge-
setze der inkonstanten elektrischen Strome in korperlich ausgedehnten
Leitern. 1870. — Uber die Theorie der Elektrodynamik. I Abhandl.:
Uber die Bewegungsgleichungen der Elektrizitit fiir ruhende leitende
Korper. 1870. — er die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektro-
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dynamischen Wirkungen. 1871. — Uber die Theorie der Elektrodynamik:
\Z::'lﬁ.uﬁger Bericht. 1872. — Uber die Theorie der Elektrodynamik.
II. Abhandl.: Kritisches. 1873. — Vergleich des Ampére’schen und Neu-
mann'schen Gesetzes fiir die elektro-dynamischen Krifte. 1873. —

die Theorie der Elektrodynamik. III. Abhandl.: Die elektro-dynamischen
Kriifte in bewegten Leitern. 1874. — Kritisches zur Elektrodynamik.
1874. — Versuche iiber die im eschlossenen Kreise durch Bew I'y
induzierten elektromotorischen Kriifte. 1875. — Bericht betreffend Ver-
suche iiber die elektromagnetische Wirkung elektrischer Konvection, aus-
gefiihrt von Hrn. Henry A. Rowland. 1876. — Uber die auf das Innere
magnetisch oder dielektrisch polarisierter Kérper wirkenden Kriifte. 1881.
— Galvanismus: Ueber galvanische Polarisation in freien Fliissig-
keiten. 1873. — Bericht itber Versuche des Hrn. Dr. ﬁot aus Boston:
Die Durchdringung des Platins mit elektrolyt. Gasen betr. 1876. — Uber
galvanische Stréme, verursacht durch Konzentrationsunterschiede; Folge-
rungen aus der mechanischen Wirmetheorie. 1877. — Studien iiber elek-
trische Grenzschichten. 1879. — Uber Bewegungsstrome am polarisierten
Platina. 1880. — Eine elektro-dynamische Wage. 1881. — Uber gal-
vanische Polarisation des Quecksilbers. 1881.

Zweiter Band.
VI, 1021 Seit. gr. 8° m. Holzschnitten u. 5 lith. Tafeln. .4 20.—

Inhalt:

Physikalische Optik: Uber die Theorie der zusammengesetzten
Farben. 1852. — Uber Hrn. D. Brewster's neue Analyse des Sonnen-
lichtes. 1852. — Uber die Zusammensetz von Spektralfarben. 1855,
— Uber die Empfindlichkeit der menschlichen Netzhaut fiir die brech-
barsten Strahlen des Sonnenlichtes. 1855. — Uber die Messung der
Wellenlsinge des ultravioletten Lichtes, von E. Esselbach. 1855. — Mathe-
matisch-physikalische Exkurse. 1867. — Uber die Grenzen der Leistungs-
fihigkeit der Mikroskope. 1878. — Die theoretische Grenze fiir die
Leistungsfihigkeit der Mikroskope. 1874. — Zur Theorie der anomalen
Dispersion. 1874. — Physiologische Optik: Beschreibung eines
Augenspiegels zur Untersuchung der Netzhaut im lebenden Auge. 1851. —

ber eine neue einfachste Form des Augenspiegels. 1852. — Uber eine
bisher unbekannte Verinderung am menschlichen Auge bei verinderter
Akkomodation. 1858. — Uber die Akkomodation des Auges. 1856. —
Uber Farbenblindheit. 1859. — Uber die Kontrasterscheinungen im Auge.
1860. — Uber die Bewegungen des menschlichen Auges. 18638. — Uber
die normalen Bewegungen des menschlichen Auges. 1863. — Uber die
Form des Horopters, mathematisch bestimmt. 1863. — Uber den Horopter.
1864. — Bemerkung iiber die Form des Horopters. 1864. — Uber den
LCinfluss der Raddrehung der Augen auf die Projektion der Retinalbilder
nach aussen. 1864, — Das Telestereoskop. 1857. — Uber stercoskopisches
Sehen. 1865. — Uber die Bedeutung der Konvergenzstellung der Augen
fiir die Beurteilung des Abstandes binocular gesehener Objekte. 1878. —
Physiologisehe Akustik: Uber die Mechanik der Gehsrknochelchen. 1867,
— Die Mechanik der Gehirknochelchen und des Trommelfelles. 1869. —
Uber die Schallschwingungen in der Schnecke des Ohres. 1869. —
Erkenntnigtheorie: Uber die Natur der menschlichen Sinnesempfindungen.
1852. — Uber die thatsichlichen Grundlagen der Geometrie. 1866, —
Uber die Thatsachen, die der Geometrie zum Grunde liegen. 1868. —
Uber den Ursprung und Sinn der geometrischen Sitze. 1878. — Phy-
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siologie: De Fabrica Systematis nervosi Evertebratorum. 1842. — Wirme,
physiologisch. 18456. — Uber das Wesen der Fiulnis und Géirung. 1843.
— Uber den Stoffverbrauch bei der Muskelaktion. 1845. — r die
Wirmeentwickelung bei der Muskelaktion. 1847. — Messungen iiber den
zeitliehen Verlauf der Zuckung animalischer Muskeln und die Fortpflan-
mnga%eschwindigkeit der Reizung in den Nerven. 1850. — Messungen
iiber Fortpflanzu hwindigkeit der Reizung in den Nerven. Zweite
Beihe. 1852. — Uber die Methoden, kleinste Zeitteile zu messen, und
ihre Anwendung fiir physiologische Zwecke. 1850. — Uber die Geschwin-
digkeit einiger Vorgiinge in Muskeln und Nerven. 1855. — Die Resul-
tate der neueren Forschungen iiber tierische Elektrizit#t. 1852. — Ver-
suche iiber das Muskelgeriiusch. 1864. — Uber den Muskelton. 1866.
— Mitteilungen, betreffend Versuche iiber die Fortpflanzungsgeschwindig-
keit der Reizung in den motorischen Nerven des Menschen. 1867. —
Neue Versuche iiber denselben Gegenstand. 1870. — Uber die Zeit,
welche nétig ist, damit ein Gesichtseindruck zum Bewusstsein kommt.
1871, — er die Bewegungen des Brustkastens. 1856. — Die Wir-
kungen der Muskeln dese,;ghmes. 1856. — Nachtrag neuester Abhand-
lungen: Die Thermodynamik chemischer Vorgtinge. 1882. — Zur Thermo-
dynamik chemischer oriﬁn%tra. 1882. — Uber absolute Massysteme fiir
elektrische und magnetische Grossen. 1882.

Kirchhoff, G., Gesammelte Abhandlungen. gr. 8.
VIII, 641 Seiten mit 1 lith. Tafel, 1 Spektraltafel und
Portrit in Stahlstich. 1882. M 15—

Wie die Sammlung der v. Helmholtz'schen, so enthilt auch vor-
stehende Ausgabe der Kirchhoff’schen Abhandlungen einen unveriinderten
‘Wiederabdruck der seit 1845 an verschiedenen Orten versffentlichten Ar-
beiten. Dieselben sind nach verwandtem Inhalt geordnet und nachstehend
verzeichnet:

Uber den Durchgang eines elektrischen Stromes durch eine Ebene,
insbesondere durch eine kreisférmige. 1845. — Nachtrag zu dem vorigen
Aufsatze. 1846. — Uber die Auflésung der Gleichungen, auf welche
man bei der Untersuchung der linearen Verteilung galvanischer Strome

efiihrt wird, 1847, — %er die Anwendbarkeit der Formeln fiir die
%ntenaiﬂiten der galvanischen Stréme in einem Systeme linearer Leiter
auf Systeme, die zum Teil aus nicht linearen Leitern bestehen. 1848.
— Uber eine Ableitung der Ohm'schen Gesetze, welche sich an die
Theorie der Elektrostatik anschliesst. 1849. — Uber die stationiiren
"elektrischen Stromungen in einer gekriimmten leitenden Fliche. 1875.
— Uber die Messung elektrischer Leitungsfihigkeiten. 1880. — Uber
die Verteilung der Elektrizitit auf zwei leitenden Kugeln. 1861, —
Zur Theorie des Kondensators. 1877. — Bestimmung der Konstanten,
von welcher die Intensitiit induzierter elektrischer Strome abhiingt. 1849.
— Uber die Bewe%mi der Elektrizitit in Driihten. 1857. — Uber
die Bewegung der Elektrizitit in Leitern. 1857. — Zur Theorie der
Entladung einer Leydener Flasche. 1864. — Zur Theorie der Bewegung
der Elektrizitiit in unterseeischen oder unterirdischen Telegraphendrihten.
1877. — Uber den induzierten Magnetismus eines unbegrenzten Cylin-
ders von weichem Eisen. 1853. — Zur Theorie des in einem Eisen-
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korper induzierten Magnetismus. 1870. — Uber das Gleichgewicht und
die Bewegung einer elastischen Scheibe. 1850. — Uber die Schwin-
en einer kreisformigen elastischen Scheibe. 1850. — Uber das
leichgewicht und die Bewegung eines unendlich diinnen elastischen
Stabes. 1858. — Uber das Verhiltnis der Querkontraktion zur Lingen- -
dilatation bei Stiben von federhartem Stahl. 1859. — Uber die Trans-
versalschwingungen eines Stabes von veriinderlichem Querschnitt. 1879.
— Uber die Reflexion und Brechung des Lichts an der Grenze kry-
stallinischer Mittel. 1876. — Uber die Bewegung eines Rotationskbrpers
in einer Fliissigkeit. 1869. — Uber die Kriifte, welche zwei unendlich
diinne, starre Ringe in einer Fliissigkeit scheinbar auf einander ausiiben
konnen. 1869. — Zur Theorie freier Flﬁssigkeitssh*ahlen. 1869. —
Uber stehende Schwi en einer schweren Fliissigkeit. 1879. — Ver-
suche iiber stehende Schwingungen des Wassers. 1880. — Uber einen
Satz der mechanischen Wirmetheorie und einige Anwendungen desselben.
1858. — Bemerkung iiber die Spannung des Wasserdampfes bei Tem-
peraturen, die dem Eispunkte nahe sind. 1858. — Uber die Spannung
des Dampfes von Mischungen aus Wasser und Schwefelsiure. 1858. —
Uber die Leitungsfihigkeit des Eisens fiir die Wirme. 1879. — Uber
den Einfluss der Wirmeleitung in einem Gase auf die Schallbewegung.
1868. — Uber den Winkel der optischen Axen des Aragonits fiir die
verschiedenen Fraunhofer'schen Linien. 1859, — Uber die Fraun-
hofer'schen Linien. 1859. — Uber den Zusammenhang zwischen Emis-
sion und Absorption von Licht und Wirme. 1859. — Uber das Ver-
hiltnis zwischen dem Emissionsvermdgen und dem Absorptionsvermégen
der Korper fir Wirme und Licht. 1862, — Chemische Analyse durch
Spektralbeobachtungen. 1860. — Zur Geschichte der Spektral- Analyse
und der Analyse der Sonnenatmcsphiire. 1862.

Als Ergiinzung hierzu erschien 1891:

Nachtrag zu G. Kirchhoff’s Gesammelten Abhand-
lungen. Herausgegeben von Prof. Dr. Ludwig Boltzmann.
gr. 8. VII, 137 Seiten mit 1 lith. Tafel. A 3,60.

Inhalt:

Ueber die Leitungsfihigkeit der Metalle fiir Wirme und Elektrizitit
von G. Kirchhoff und G. Hansemann. 1881. — Bemerkungen zu dem
Aufsatze des Hrn. Voigt ,,zur Theorie des leuchtenden Punkts. 1882. —
Zur Theorie der Lichtstrahlen. 1882. — Uber die elektrischen Strs-
mungen in einem Kreiscylinder, 1883. — Uber die Diffusion von Gasen
durch eine porése Wand von G. Hansemann. 1884. — Zur Theorie der
Diffusion von Gasen durch eine porsse Wand. 1884. — Uber die Form-
dnderung, die ein fester elastischer Korper erfiihrt, wenn er magnetisch
oder diglektrisch polarisiert wird. 1884. — Uber einige Anwendungen
der Theorie der Form#nderung, welche ein Korper erfihrt, wenn er
magnetisch oder dislektrisch polarisiert wird. 1884. — Zur Theorie der
Gleichgewichtsverteilung der Elektrizitit auf zwei leitenden Kugeln. 1885,
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Yorwort.

wWar es ein Gott, der diese Zeichen schrieb,
Die mit geheimnissvoll verborg'nem Tried
Die Eriifte der Natur um mich enthiillen
Und mir das Hers mit stiller Freude fullen.
Von den zahlreichen, wohlwollenden Kritiken und auf-
munternden Bemerkungen iiber den I. Theil dieser Vorlesungen
¥ar mir die werthvollste, weil kiirzeste die eines lieben Freundes,
Welche einfach sagte: ,, Theuer finde ich das Buch®. Ich habe
desshalb hier im II. Theile all den Schmuck, mit welchem die
Englsnder solche Biicher zu zieren lieben (Marginalien, Figuren-
tafeln etc.) weggelassen: dazu sind wir Deutsche zu arm.
Nur das Motto *habe ich noch beibehalten, das kostet ja nichts.
Freilich habe ich es nicht nach englischer Sitte dem klassi-
Schen Alterthume entnommen, sondern einem deutschen Dichter
(da. sind wir wieder reich) und zwar abermals unserem Alt-
M ejster; warum wusste der auch alles so uniibertrefflich zu
S&.gren und zwar nicht nur, was ihm bekannt war, sondern
auch das, wovon er selbst keine Ahnung hatte.
In der That, obiges Motto spricht meine Ansicht iiber
M axwell’s Theorie der Elektricitit und des Magnetismus
aus. Beziiglich des Inhaltes werde ich heute wohl kaum noch
auf Widerspruch stossen. Aber die Form der Darstellung bei
Maxwell finden viele noch dunkel und inconmsequent; ich
glaube hauptsichlich solche, welche dessen Theorie nur aus
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dem Treatise kennen. Dort ist (vielleicht gerade durch das Be-
streben, verstindlich zu werden) vielfach die alte Theorie mit
der neuen vermischt, und ich wiirde jedem empfehlen, simmt-
liche Abhandlungen Maxwell’s in der Reihenfolge, wie sie
erschienen sind, zu lesen. Ich glaube kaum, dass er dann
noch oft im Zweifel sein wird, was jedesmal unter Elektricitit,
dielektrischer Verschiebung etc. zu verstehen ist, oder gar
glauben wiirde, dass Maxwell von der Annahme unvermittelter
Fernkriifte ausgehend zu seinen Formeln gelangte.

Bei der Fiille des neuen, was Maxwell ausser seinen
allgemeinen Gleichungen noch in so kurzer Zeit brachte (Licht-
theorie, Anwendung der Lagrange-Hamilton’schen Methode
auf theilweise unbekannte Bewegungen, Einfihrung von Co-
ordinaten, von denen bloss die Ableitungen nach der Zeit im
Ausdrucke fir Energie vorkommen, mechanische Analogien
aller Art etc.), kénnen wir wohl eine so systematische Aus-
bildung jedes neuen Gedankens, wie sie die spitern Jahrzehnte
brachten, in seinen ersten Abhandlungen nicht verlangen, ja
freuen wir uns, dass Maxwell iiberhaupt noch einiges zu
thun ibrig liess. So betone ich nochmals, dass ich fiir meine
Person durchaus nur als Interpret Maxwell’s gelten will. Ich
habe auch die Buchstaben Maxwell’s wieder beibehalten; ich
kann mir einfach die elektrischen Krifte gar nicht anders als
nmit P, @, R, die magnetischen nicht anders als mit e, 8, ¥ etc.
bezeichnet vorstellen. Aber nicht desshalb, sondern aus reinen
Zweckmissigkeitsgriinden wiederhole ich die Bitte, man mége
hierin meinem Beispiele folgen. Da es der Mehrzahl der
Leser bequemer zu sein scheint, habe ich hier im IT. Theile
in bestimmtes Maasssystem eingefiihrt; daher erscheint ¥ in
den Gleichungen explicit und die Constanten kénnen nicht
mehr genau unter die Form der allgemeinen Maxwell’schen
Constanten K, L und u gebracht werden.

Der hier vorliegende II. Theil hat hauptsichlich den
Zweck, den alten Vorstellungen ihren Platz in der Maxwell’-
schen Theorie anzuweisen. Gerade so, wie in der Undulations-
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theorie den Lichtstrahlen und andern Begriffen der Emanations-
theorie, so kommt n#mlich auch in der Maxwell’schen
Theorie den alten Vorstellungen der Fernwirkungslehre eine
bestimmte Bedeutung zu. Diese scharf abzugrenzen, diirfte
gerade sehr viel zum richtigen Verstindnisse beider beitragen.

Ausserdem war noch einiges beztiglich der Ableitung der
Grundgleichungen nachzutragen.!) Mein Ideal, alle speciellen
Beispiele so ausflihrlich wie in der alten Theorie zu behandeln
und dadurch das Studium der alten Lehrbiicher gewisser-
maassen iiberfliissig zu machen, habe ich, wie zu erwarten
stand, freilich noch nicht erreicht; das bleibt also noch der
Zukunft vorbehalten. Der I. Anhang enthilt eine Ergénzung
der Literaturiibersicht durch die seither erschienenen, theil-
veise auch durch #ltere vergessene Abhandlungen, der IL. eine
Zusammenstellung aller numerirten Formeln unter Beiftigung
der Seitenzahl behufs Erleichterung ihrer Auffindung.

Ich habe noch die Pflicht, meinem Assistenten, Herrn
Ignaz Schiitz, fir die Dienste, die er mir bei der Correctur,
Zusammenstellung der Literaturtibersicht und noch sonst viel-
fach geleistet hat, meinen wirmsten Dank auszusprechen.

Zum Schluss kann ich nur mit den Worten Maxwell
winschen, es mége auch durch dies Werkchen mancher Leser
im Studium der Elektricitatstheorie eher geférdert als gehin-
dert werden!

Miinchen, im Juli 1893,

Ludwig Boltzmann.

) Vgl. v. Helmholtz, Das Princip der kleinsten Wirkung in der
Elektrodynamik. Berl. Akad. 12, Mai 1892. Wied. Ann. 47. p. 1. 1892.
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Erste Vorlesung.

§ 1. Mechanische Grundlage.

Obwohl fast die Hilfte des ersten Theiles dieser Vor-
lesungen der Ableitung der Grundgleichungen Maxwell’s fiir
den Elektromagnetismus gewidmet war, so wollen wir doch
zunéichst, um das Verstindniss des vorliegenden zweiten Theiles
von dem des ersten vollkommen unabhingig zu machen, diese
Gleichungen hier nochmals auf einem anderen Wege ableiten,
der zwar in der Idee mit dem im ersten Theile eingeschlagenen
eine gewisse Verwandtschaft hat, aber doch so weit davon ab-
weicht, dass er mir ein selbstindiges Interesse beanspruchen
21 konnen scheint.

Wir gehen von der Hypothese aus, dass die elektrischen
ud magnetischen Wirkungen durch ein Medium vermittelt
werden, welches den sogenannten leeren Raum, sowie alle
ponderablen Korper durchdringt. Durch die Anwesenheit
letzterer wird es jedoch in seinen Eigenschaften modificirt.
Wir wollen dieses Medium Kiirze halber den Aether nennen.

Jede Fernwirkung auf messbare Distanz schliessen wir
ais. Die Verinderung des Zustandes irgend eines Volum-
elementes wihrend irgend eines Zeitelementes soll lediglich
bedingt sein durch die Zustinde, welche zu Anfang dieses
Zeitelementes in der unmittelbaren Umgebung dieses Volum-
elementes geherrscht haben. Da es leider noch nicht gelungen
ist, die Art und Weise dieser Wirkung von Element zu Ele-
ment vollkommen befriedigend mechanisch zu erkliren, so
miissen wir uns mit Vorstellungen von einer gewissen Allgemein-
beit und Unbestimmtheit begniigen.

Wir nehmen an, dass in jedem Volumelemente eine Be-
vegung moglich ist, deren Natur uns unbekannt ist. Wir

Boltzmann, Vorlesungen, IL 1
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setzen nur voraus, dass die durch diese Bewegung erzeugte
Verschiebung in drei Componenten 7, G, H nach den drei
rechtwinkligen Coordinatenrichtungen zerlegt werden kann,
genau so, wie die geradlinige Verschiebung eines materiellen
Punktes oder wie die unendlich kleine Drehung eines starren
Korpers. Wir kionnen also die Verschiebung geometrisch dar-
stellen durch eine in Linge und Richtung bestimmte Gerade
(einen Vektor), welche auf die drei Coordinatenaxen die Pro-
jektionen F, G und H hat und dabher einfach der Vektor (F,
G, H) heissen soll.

Wir nennen nach Faraday diesen Vektor den elektro-
tonischen Zustand oder tonischen Zustand, oder noch kiirzer
Tonus des betreffenden Volumelementes und ¥, G, H dessen
Componenten, ohne natiirlich mit dieser Wortbildung irgend
eine speciellere Vorstellung verkniipfen zu wollen.

Wir bezeichnen ferner die Geschwindigkeiten, mit welchen
sich die drei Componenten des Vektors #ndern (die tonischen
Geschwindigkeitscomponenten) mit P, @, R; setzen also:’

dF da dH
1) P=W1 Q='—dTr R=W'
Siehe Maxwell scient. pap. vol. I, pag. 476. Spiter, scient.
pap. vol. I, pag. 555, treat. I, pag. 223, art. 599, schreibt
dieser P= — dF [dt. Ich acceptire hier die erste Fest-
setzung, damit keine Zweifel iiber das Vorzeichen Platz greifen
konnen, wo von Wachsthum oder Abnahme der tonischen Ge-
schwindigkeitscomponenten, also von Beschleunigung oder Ver-
zbgerung der tonischen Bewegung die Rede sein wird.

Ferner bezeichnen wir mit 7dz die im Volumelemente dz
enthaltene lebendige Kraft dieser Bewegung (der tonischen Be-
wegung). Dann sei in einem isotropen Korper:

A% T =P+ @+ BY,

wobei die Grosse K im Innern verschiedener Kérper verschiedene
Werthe haben kann, aber durch die tonische Bewegung selbst
nicht veréindert werden soll.?)

!) In einem anisotropen Korper soll sogar K fiir verschiedene Rich-
tungen verschieden sein konnen, so dass man das Coordinatensystem
immer so wihlen kann, dass

T=(EKP+EQ+EKR) 8n
wird.
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T nennen wir die tonische lebendige Kraft der Volum-
einheit oder die Dichte der kinetischen Energie der tonischen

Bewegung;
K dF K dag K dH

in dt’ 4n dt ' 4n dt’
sind also die auf die Volumeinheit bezogenen Momente der

tonischen Bewegung, welche Maxwell mit £, g, 2 bezeichnet.
Derselbe setzt also:

K dF K dG K dH

2) =430 9~wa "o

Ausserdem sollen der elektrotonischen Verschiebung gewisse
Krifte entgegenwirken, welche wir die tonischen Krifte nennen,
80 dass die Herstellung desselben im Volumelemente dt eine
Arbeitsleistung 7'dr bedingt. 7 wird dann als die Dichte der
potentiellen tonischen Energie bezeichnet werden kénnen.

Wiren ¥/, G, H die Verschiebungscomponenten eines
Theilchens eines gewdhnlichen elastischen Korpers, so wire 7
eine homogene Funktion zweiten Grades der Differential-
quotienten dieser Grdssen nach den Coordinaten. Dies soll
auch fiir den Aether gelten; aber die Funktion zweiten Grades
soll eine etwas andere Form haben als bei elastischen Korpern;
e soll ndmlich sein:

3) V=—a*+ 8+ ¢,

wobei

4y q=9H _d¢ , dF dH = dG dF
~ dy dz’ = d=x doe’ =~ dz dy

ist. » ist eine Constante des Korpers. Es sind also a, b, ¢
die Componenten desjenigen Vektors, welchen die Englinder
das Curl des Vektors (#, G, H), also des tonischen Vektors,
Dennen.

So einfach und naheliegend diese Annahme ist, so ist es
doch nicht ganz leicht, sich eine bestimmte mechanische Vor-
stellung davon zu machen. Wiirden wir unter #, G, H einfach
die Verschiebungen eines Aethertheilchens nach den drei Co-
ordinatenrichtungen verstehen, so dass also der Tonus fiir den
Aether dasselbe wire, was die in der Elasticititslehre be-
trachteten elastischen Verschiebungen fiir einen gewdhnlichen
festen Korper sind, so wire X / 4x einfach die Dichte des Aethers;

1*
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a, b, ¢ aber wiren die doppelten Drehungen eines Volum-
elementes desselben um drei den Coordinatenaxen parallele Axen
und wir miissten zur Erklirung der Gleichungen 3 annehmen,
dass sich jeder solcher Verdrehung eine dem Drehungswinkel
proportionale Kraft entgegensetzt. Wir bekimen also Lord
Kelvin’s quasirigiden Aether.?)

Allein dies wiirde verschiedene Unzukdmmlichkeiten nach
sich ziehen. FErstens miisste, wie sich aus dem spitern er-
geben wird, an allen Stellen, wo sich wahre Elektricitiat befindet,
Aether in die Welt ein- oder aus derselben ausstromen, zweitens
wiirde, sobald a0

da: + dy + dx

von Null verschieden ist, X durch die tonische Bewegung ver-
andert werden. Wiirde man aber K als unverinderlich be-
trachten, so wire wieder die Entwicklung freier Elektricitit
pur schwierig zu erkliren. (Etwa dadurch, dass die Anwesen-
heit der Kérpermolekiile unter gewissen Umstinden die Con-
stanz von K aufhtbe.) Man miisste dann auch, wenn der Aether
incompressibel, daher dessen Dichte K/4n an allen Stellen un-
veranderlich vorausgesetzt wiirde, zum Hamilton’schen Prin-
cipe noch die Bedingung & (dz dy d z) = O hinzufiigen, was dann
Glieder liefern wiirde, die dem Drucke in incompressiblen
Fliissigkeiten entsprichen und die die Maxwell’sche Theorie
nicht kennt.

Derartige Glieder finden sich freilich in derv. Helmholtz’-
schen Theorie der Elektrodynamik. Allein es ist mir da noch
nicht gelungen, die mechanische Bedeutung der v. Helmholtz’-
schen Gleichungen?) fiir alle Werthe der darin vorkommenden
Constanten klarzustellen.

Nicht etwa, als ob ich pritendiren wiirde, hiermit die wahre
Natur der tonischen Bewegung getroffen zu haben, will ich
doch, um der Einbildungskraft gewisse Anhaltspunkte zu geben,
einige fliichtige Andeutungen einschalten, welche auf eine Be-
wegungsart hinweisen, die ganz den Charakter der elektro-
tonischen besitzt.

Sei in jedem Volumelemente ein Kern enthalten, 7, G, H

1) Vgl. Thomson, math. and phys. pap. III, p. 442.
%) Wissenschaftliche Abhandlungen. Band I, S. 621.
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seien die gesammten Drehungswinkel, um welche dieser Kern
zu irgend einer Zeit ¢ um drei den Coordinatenrichtungen parallele
Axen gedreht worden ist. Dann miisste unter Kdz /[4x das
Trégheitsmoment dieses Kerns beziiglich einer durch sein Cen-
trum gehenden Axe, unter P, @, R die Componenten der Winkel-
geschwindigkeit seiner augenblicklichen Drehung verstanden
werden, so dass

Kdz

Lt (pr g 2 BY)
seine lebendige Kraft wire, und es wire fiir anisotrope Korper
auch eine Verschiedenheit des Trigheitsmoments beziiglich
verschiedener Axen vorstellbar.

Grossere Schwierigkeiten bereitet die Deutung des Aus-
drucks 3. Da miissen wir, zu einer alten Maxwell’schen
Idee zuriickgreifend, annehmen, dass zwischen je zwei rotirenden
Kernen Partikelchen eingestreut sind, die wie Friktionsrollen
in die Drehung beider eingreifen. Die durchschnittliche Ver-
schiebung aller dieser Partikelchen in der z-Richtung ist dann
a proportional, und man muss annehmen, dass durch sie eine
der Grosse dieser durchschnittlichen Verschiebung proportionale
Kraft geweckt wird, sodass die durch die Verschiebung dieser
Partikelchen geleistete Arbeit proportional a2, resp. 4% oder c¢?
ist. Wie gezwungen auch die Vorstellung solcher Friktions-
rollen sein mag, so zeigt sie doch, dass eine Bewegung mechanisch
denkbar ist, welcher alle Eigenschaften zukommen, die wir der
tonischen Bewegung zugeschrieben haben. Jede derartige zur
Versinnlichung des Tonus aufgestellte Hypothese wollen wir
als mechanische Analogie bezeichnen.

Ich bemerke noch, dass die Drehungswinkel 7, G, H aus
zwei Summanden bestehen konnen, 7}, G, H, und F,, G,, H,,
von denen die ersteren die Bedingungen

dH, dG, 4F, _dH dG, _ dF,
dy  dz ' dxz  dz ' dx dy

erfiillen und beliebig gross werden kénnen; die letzteren Sum-
manden aber, welche diese Bedingungen nicht erfiilllen, miissen
sehr klein bleiben, da sonst 7, wenn es schon fiir kleine a, b, ¢
endlich ist, enorm wachsen wiirde.

Es hat die zuletzt vorgetragene Anschauung eine gewisse
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Aehnlichkeit mit einer alten Theorie Hankel’s!) und einer

Hypothese Sommerfeld’s?); doch nimmt letzterer keine Frik-

tionsmolekiile an und verfillt so wieder in neue Schwierigkeiten.?)

Die hier vorgetragene Anschauung ist in dhnlicher Weise eine
Umkehrung der ersten Maxwell’schen Theorie, wie die Sommer-

feld’sche eine Umkehrung der Thomson’schen Theorie des
uasirigiden Aethers ist.

Es ist moglich, dass ganz andere Bewegungen, z. B.
schwingende oder unregelmissig zickzackférmige, wie bei Gas-
molekiilen im Mittel wieder auf dieselben Gleichungen fiithren
wiirden. Da aber ihre Behandlung viel verwickelter wire und
doch kein bestimmter Anhaltspunkt fiir irgend eine specielle
Wahl vorliegt, so will ich hierauf nicht weiter eingehen, be-
schriinke mich vielmehr auf die Verfolgung der weiteren Con-
sequenzen der oben angegebenen allgemeinen KEigenschaften
des Tonus.

/ Wenn wir eine bestimmte mechanische Analogie zu Grunde

\ legen, so konnen wir alle Gréssen in den ihnen gemiss dieser

| Analogie natiirlich zukommenden mechanischen Maassen (den
" nattirlichen Maassen) gemessen denken. Dies wollen wir in
dieser Vorlesung immer thun und es dadurch zum Ausdruck
bringen, dass wir in den Schlussgleichungen denjenigen Grossen,

- fiir welche wir spiter andere Maasse benutzen werden, den
Index = beifiigen. So schreiben wir die Gleichung A* lieber
in der Form:

An) =X (P24 Q2+ R,

lediglich um anzudeuten, dass hier P, @, R in ihren natiir-
lichen Maassen gemessen zu denken sind. Auch in allen an-
deren Gleichungen dieser Vorlesung denken wir uns dasselbe
Maass angewendet, wenn wir auch den Index Kiirze halber
nicht immer beifiigen.
Ferner empfiehlt es sich, statt » die Grosse
1
4ny

=p

1) Hankel, Pogg. Ann. 126, S. 440, 1865; 131, S. 607, 1867; vergl.
auch Helm, Wied. Ann. 47, S. 743, 1892.

%) Sommerfeld, Wied. Ann. Bd. 46, S. 139, 1892; Reiff, Elasti-
citit und Elektricitst, Freiburg, akad. Verlag, 1893.

%) Wied. Ann. Bd. 48, S. 95, 1893.
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und statt a, b, ¢ die Grossen:
o mYa = g Ty u 7 mye=
einzufiithren, so dass wir statt der Gleichungen 3 und 4 erhalten,

Bn) V= '8%(“1:2 + ﬂnz + 7n2)7
dHn dG” an dH dGn dF”

M b= g T M T P T T

§. 2. Ableitung der Grundgleichungen.

Da wir lebendige Kraft und Arbeit kennen, so kénnen wir
die Kriifte, welche #, G, H zu beschleunigen, resp. P, Q, R
zu vermehren streben, nach dem Hamilton’schen Principe
finden, indem wir setzen:

6) dn [[dtdz(6T—07)=0.

Substituiren wir in Gleichung 6 fiir 77und 7 ihre Werthe
und setzen dr = dzdydz, so folgt:

[f[[atazayaz [K(P WOF | qu08 g0 E)

déoH ddé@G dé0F déH déG dé
—“(W*—dx—)“ﬂ( i " dw )—7( 7z~ dy)] ="

Wir haben hier diejenigen Glieder, welche nach der Zeit
differenzirte Variationen enthalten, partiell nach dieser, jene
aber, welche nach den Coordinaten differenzirte Variationen
enthalten, partiell nach jenen zu differenziren. Die Grenzen
fir die Zeit, sowie die Werthe der Variablen im Anfangs-
und Endzustande sind in der Hamilton’schen Gleichung alle-
mal als constant zu betrachten, daher verschwinden bei par-
tieller Integration nach der Zeit die von diesen Grenzwerthen
herrithrenden Glieder. Bei partieller Integration nach den
Coordinaten aber miissen wir die Grenzbedingungen beriick-
sichtigen, welche fiir die Oberfliche der Korper gelten. Da wir
auch den sogenannten leeren Raum mit Aether erfiillt- denken,
so werden diese Oberflichen immer als Trennungsflichen zweier
verschiedener Medien, resp. als Trennungsflichen zweier Aether-
massen von verschiedener Beschaffenheit zu denken sein. Wir
haben keine bestimmte mechanische Vorstellung zu Grunde

-~
i
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gelegt, daher wird auch das Problem der Auffindung dieser
Grenzbedingungen kein eindeutig bestimmtes sein, wenn wir
die Grenzflichen als mathematische Flichen denken, in denen
zwei vollkommen verschiedene Medien aneinanderstossen. Die
Aufstellung dieser Grenzbedingungen wiirde dann neue An-
nahmen erfordern, in denen wieder manches Willkiirliche nicht
zu vermeiden wire.

Wir wollen da die einfachste Annahme machen, von wel-
cher schon Maxwell ausging, und welche von v. Helmholtz und
Hertz weiter ausgebildet wurde. )

Wir kénnen uns jedenfalls zwei ganz verschiedene Korper
denken, welche durch eine sehr diinne Schicht getrennt sind,
in der die Eigenschaften des einen sehr rasch aber doch con-
tinuirlich in die des anderen iibergehen. Bei mischbaren Stoffen,
wie reinem Wasser und einer wisserigen Lidsung, oder Zink und
Quecksilber, oder Kupfer und geschmolzenem Zink wiire dies ent-
schieden realisirbar und wiirde sich auch dauernd erhalten, wenn
beide Korper, ehe die Mischung weiter vorgeschritten wire,
in den festen Zustand iibergingen. Vielleicht konnen zwischen
zwei beliebigen Korpern solche continuirliche Uebergangs-
schichten hergestellt werden, vielleicht #ndern sich wenigstens
die Eigenschaften des Aethers, auf den allein sich unsere
Gleichungen beziehen, continuirlich. Jedenfalls wollen wir"
voraussetzen, dass, wenn es selbst mathematische Discontinui-
titsstellen gibt, die Grenzbedingungen, welche fiir dieselben
gelten, keine anderen sind, als diejenigen, welche man bei Vor-
aussetzung einer continuirlichen, aber sehr diinnen Uebergangs-
schicht finden wiirde, in welcher die Giiltigkeit unserer Glei-.
chungen nirgends gestort wird.

Diese Annahme ist von den verschiedenen willkiirlichen
Voraussetzungen, welche man iiber solche Grenzschichten viel-
leicht noch machen kénnte, jedenfalls weitaus die wahrschein-
lichste und natiirlichste. Wir erreichen durch sie einen grossen
mathematischen Vortheil. Wiirden wir irgend welche andere
Grenzbedingungen voraussetzen, so miissten wir bei der par-
tiellen Integration nach den Coordinaten die auf die Trennungs-
flachen beziiglichen Glieder einer besonderen Betrachtung unter-
ziehen. Haben wir dagegen an den Trennungsflichen iiberall

1) Vgl. auch Poincaré, Electricité et optique Vol. 2, 8. XI.
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continuirliche Uebergiinge, so sind im Innern nirgends Unter-
brechungen der Continuitit vorhanden. Wir haben also nur
die unendlich entfernte Grenze des gesammten Raumes zu
betrachten, bis zu der sich der Einfluss der hervorgerufenen
elektrischen und magnetischen Stdrungen sicher nicht erstreckt,
8o dass also alle auf die Grenzen beziiglichen Glieder ver-
schwinden.

Dasselbe gilt natiirlich auch dann noch, wenn die Tren-
nungsflichen wirkliche Unstetigkeitsflichen sind, sobald nur
die Grenzbedingungen genau so gebildet sind, wie sie sich aus
der Hypothese sehr rascher aber continuirlicher Ueberginge
ergeben.

Wir wollen diese Ableitungsweise der Grenzbedingungen,
um einen bestimmten Namen zu haben, das Princip der Con-
tinuitat der Ueberginge nennen, und unter diesen Namen auch
noch die Hypothese mit einbegreifen, dass mit Abnahme der
Dicke der Uebergangsschicht weder die Constanten des Mate-
risles (K, u etc.), noch auch (wenigstens wenn keine unendlichen
elektromotorischen Krifte in der Uebergangsschicht vorhanden
sind) die Dichte der kinetischen oder der potentiellen tonischen
Energie ins Unendliche wachsen kann, da ja eine unendliche
Energiedichte unendliche Kriifte im betreffenden Punkte vor-
aussetzen wiirde. Das Material soll an jeder Stelle der Ueber-
gangsschicht eine bestimmte, durch endliche X, C, u charakteri-
sirte Beschaffenheit haben.

Nach den Gleichungen An und Bn folgt, dass auch P, @, R,
4, b, ¢ nicht mit abnehmender Dicke der Trennungsschicht ins
Unendliche wachsen konnen; wohl aber werden dies die Dif-
ferentialquotienten aller dieser Grissen normal zur Schicht.

Da unter diesen Voraussetzungen alle anf die Integrations-
grenzen beziiglichen Glieder verschwinden, so liefert die Aus-
fihrung aller partiellen Integrationen das folgende Resultat:

ffffdtdzdydz{é‘F[K%— — 36, %]

+o6[EGE -+ & ]

dR  da , df7|_
+5H[K—d?-7y—+“a?]}—°
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Die Nullsetzung der Coéfficienten von 0 7, 0 G, d H aber liefert:
KdP 1 (dﬂ dy) EdQ 1 (dy da)

7 4n di  4n\dz dy tn dt  4xn \dz dx
Kdn _ 1 (de_ dg)
4n dt  4n\dy dz )’

Wir setzen voraus, dass die ponderablen Korper selbst ruhen
und daher X und g sich nicht mit der Zeit dndern; wohl aber
konnen diese Grissen von Punkt zu Punkt verschieden, also
Funktionen von z, y und z sein. Dieselben Gleichungen gelten
itbrigens auch fiir die Relativbewegung der elektromagnetischen
Zustinde gegen die ponderablen Korper, falls letztere den
Aether, ohne die Bewegung in demselben zu stéren, mit sich
nehmen.

Kdzt[4n spielt die Rolle der Masse, d P/d¢ die der Be-
schleunigung, daher stellt die rechte Seite der Gleichungen 7
die durch dr dividirten Kraftcomponenten dar, welche wir die
auf die Volumeinheit wirkenden Componenten der tonischen
Kraft nennen konnen. Ausser dieser soll der tonischen Be-
wegung noch eine Kraft entgegenwirken, welche wir kurz die
Widerstandskraft nennen. Sie soll der tonischen Geschwindig-
keit direkt entgegengerichtet und proportional sein. Thre
Componenten in den Coordinatenrichtungen sollen daher sein
— CPdr, —CQdr, — CRdz, wobei C eine Constante ist,
deren Werth an verschiedenen Stellen des Raumes verschieden
sein kann. Diese Widerstandskraft ist vollkommen analog der
Reibung; durch sie muss also fortwihrend Energie in Warme
verwandelt werden, und zwar ist der Quotient, den man er-
hilt, wenn man die in der Zeit d¢ und im Volumelemente dt
in Wirme verwandelte Energie durch d¢d+ dividirt:

811) W= C(Pnan'l' QndGn+ R,.dH;,)/dt= C(P,'3+ Qn2+Rns)

(Joule’sche Warme). Dagegen soll durch die elektrotonischen
Krifte, da diese ein Potential haben, keine Energie in Warme
verwandelt werden. Die durch Magnetisirung oder Dielektri-
sirung infolge Hysteresis entwickelte Wirme vernachlissigen
wir also.

Endlich sollen an Stellen, wo gerade hydroelektromoto-
rische, thermoelektromotorische oder reibungselektromotorische
Krifte wirken, zu den Componenten der tonischen Krifte noch
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je ein ganz unbekanntes, aber von F, G, H unabhingiges
Glied hinzukommen, welches wir mit — CXdz, resp. — C ¥Yd,
— CZd 1 bezeichnen wollen. Die letzteren drei Gréssen nennen
wir die im Volumelemente dr wirksamen #usseren elektro-
motorischen Kréfte. Sie reprisentiren im Allgemeinen eine
Energiequelle (chemische oder Wirmeenergie). Der hieraus
im Volumelemente dz wihrend der Zeit d¢ geschopfte Energie-
betrag dividirt durch d¢dr ist:

I I's - C(X,dF,+ Y,dG, + Z,dH,)/dt
l = - C(&Pn"l' Yn Qn + Zan)'

Fiigt man die zuletzt aufgezihlten Krifte den Gleichungen 7
bei, so erhilt man folgende vervollstindigte Gleichungen:

del_ dﬂﬂ d”ﬂ

9n)

Kf =0 — a0 — 410+ X)
a9, dy, do,

Cn) Ky =az —ax —47C0@+ L)
dR, de, dg,
K = o 4 OB+ 4.

Die Giltigkeit der Gleichung 8n an Stellen, wo X=Y=7=0
ist, unterliegt keinem Zweifel. Dagegen ist das Verhalten der
Stellen, wo #ussere elektromotorische Kriifte wirken, weder
experimentell geniigend untersucht, noch theoretisch klar-
gestellt. Wenn X, ¥, Z sich mechanisch verhalten wiirden,
wie Krifte zwischen ruhenden Koérpern, so miissten die beiden
Gleichungen 8n und 9n ohne weitere Correction richtig sein.
Meist aber scheinen im Gegentheile Bewegungen die Ver-
anlassung zum Auftreten der Husseren elektromotorischen
Krifte zu geben. So in den Hydroketten die Trennung und
‘Wiedervereinigung der chemischen Elemente, in den Diffusions-
und Diaphragmenstrémen nachweishare Molarbewegungen, in
den Thermostromen Wirmebewegungen. Dann kann noch
ausser der durch die Gleichungen 8n und 9n bestimmten eine
beliebige Energiemenge A4 dz.d¢ aus der den Strom treibenden
Energiequelle aufgenommen und an der Stelle, wo die elektro-
motorischen Krifte thitig sind, direkt in Wirme verwandelt
werden, so dass man fiir die aufgenommene Energie an Stelle
der Gleichung 9n den Werth:
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En) I'=A4—-CX,P,+ Y,Q.+ Z,R,),

fir die auftretende Wirme aber an Stelle der (Heichung 8n
den Werth:

Fn) W =4+ C(P?+ Q.+ R

erhilt. Ich werde hierauf am Schluss des Buches (Gleichung 102
§ 30) noch einmal zuriickkommen und bemerke hier nur, dass
simmtliche hierher gehdrigen Erscheinungen (Peltier-Effekt,
Thomson-Effekt in Thermoketten, Abweichungen vom Thom-
son’schen Gesetz bei Hydroketten) noch kaum endgiltig in die
Theorie eingefiigt werden kénnen. Wo X =Y =Z=0 ist,
also keine stromtreibende Energiequelle sich findet, kann ihr
auch keine direkt in Wirme umzusetzende Energie entnommen
werden. Dort ist also 4=0 und wird daher die Gleichung 8n
auch erfahrungsméssig bestitigt.

Um durchwegs dieselben Variablen zu haben, empfiehlt
es sich, auch in den Gleichungen 4 resp. 5n anstatt 7, @, H die
Grossen P, Q, R einzufithren, indem man jede dieser Gleichungen
nach ¢ differenzirt; dies liefert:

de, dR, dQ, dg, dP, dR,

n

b= — y Py = g —
Dn) dt dy dx dt dzx dx

bt = dz " dy

Wir hitten die Gleichungen Cn auch direkt aus dem Hamil-
ton’schen Principe finden kénnen, wenn wir in Gleichung 6
unter d 7.dr die Gesammtarbeit verstanden hidtten, welche
alle in dr wirksamen Krifte bei Verinderung von F, G, H
um 0F, G und 0 H leisten. Statt 6 Vdr wire dann in
Gleichung 6 zu setzen gewesen die Summe folgender Ar-
beiten: 1. der Arbeit der elektrotonischen Krifte:

(l’ 2
dtd ([l %} ’
2. der Arbeit der Widerstandskrifte:
dtC(POF+ QoG + RO H),
endlich 3. der Arbeit der Ausseren elektromotorischen Kriifte:
dtC(X0F+ YdG + ZdH),
so dass die Gleichung 6 gelautet hitte:
JSdtdt{K(P6P+ QoQ+ ROR)— p(eda+ df + y07y)
—4aC[(P+ X)0F+(Q@+ INOG+ (R+ Z)0H]} = 0.
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Durch genau dieselbe Methode der partiellen Integration,
welche wir frither auf das unvollstindige Integrale angewendet
haben, hiitten wir aus diesem Integral direkt die Formeln Cn

erhalten konnen.
Die vier Gleichungen A, B, C und D sind die einzigen,

welche wir spiter verwenden werden. Wir haben sie deshalb
mit lateinischen Buchstaben bezeichnet und werden sie kurz
die Maxwell’schen Fundamentalgleichungen nennen. Dazu
kommen noch die Gleichungen E und F, welche die ent-
wickelte Wiirme und die von den #usseren elektromotorischen
Kriiften geleistete Arbeit bestimmen. Gleichungen, welche die
Peltier-Wirme, die hydro- und thermoelektromotorischen Krifte
und vieles #hnliche genauer definiren, wollen wir als specielle
Fille vorliufig nicht weiter in Betracht ziehen.

Zweite Vorlesung.

8§ 3. Betrachtung der Gleichungen als bloss
empirisch gegeben.

Legt man auf die gegebene mechanische Ableitung dieser
@leichungen kein Gewicht, so kannman sich auchnochderHertz'-
schen Methode bedienen. Man schreibt diese sechs Gleichungen
einfach hin und bemerkt, dass ihre beste Begriindung darin
besteht, dass daraus simmtliche Phiinomene in richtiger Weise
folgen. Man hat sich dann jedenfalls von jeder Hypothese
freigehalten. Freilich muss dann eine bestimmte Definition
der Grossen P, Q, R vorausgeschickt werden.

‘Wir betrachteten dieselben als Geschwindigkeitscomponenten
einer zwar unbekannten, aber doch wirklich existirenden Be-
wegung. Hertz dagegen definirt sie als die Krifte, welche
auf die Elektricititsmenge Eins wirken wiirden, wenn diese
an die betreffende Stelle in das Feld gebracht wiirde. Kine
solche Definition hat in der Fernwirkungstheorie nichts Be-
denkliches, da man ja nach dieser in jedem Punkte Elektricitats-
mengen hineinbringen und wegnehmen kann, ohne Position
und QGeschwindigkeit der iibrigen zu #ndern. Nach der
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Maxwell’schen Theorie kann dies jedoch nicht ohne Aende-
rung der ganzen Umgebung geschehen.

Schon in dem einfachen Falle, dass man die Hertz’sche
Definition anwenden will, um P im Innern eines durchstrémten
Leiters aufzusuchen, horen, sobald man das hierzu erforder-
liche Loch gebohrt hat, im Innern des Loches alle elektro-
motorischen Kriifte auf. Bohrt man aber so schnell und bringt
die Elektricititsmenge Eins so schnell hinein, dass dadurch
der Zustand der Umgebung nicht geidndert wird, so ist wieder
Gefahr vorhanden, dass sich auch die elektrische Wirkung
noch gar nicht im Innenraum des Loches bis zur Elektricitits-
menge Eins fortgepflanzt hat und so die Hertz'sche Definition
von P, Q, R illusorisch wird.

Ausserdem muss noch bewiesen werden, dass in dieser
Definition kein Widerspruch mit dem aufgestellten Ausdrucke
fir die Energie liegt, da ja nachher aus diesem nochmal be-
wiesen werden kann, dass auf die Elektricititsmenge Eins die
Krifte P, Q, R wirken, was schon urspriinglich als Definition
angenommen wurde.

Noch eins sei bemerkt. Die Elektricititsmenge Eins wird
spiter selbst wieder durch P, Q, R definirt, indem

1

4n(dm + d§+ dx)
die Definition der Dichte der freien, und

1 rd(KP d(K d(KR

150 wlae gt )
die Definition der Dichte der wahren Elektricitit ist. Ferner
beweist Hertz spiter aus den Gleichungen, dass in grossen,
ja in den meisten Riumen beide Ausdriicke verschwinden. Was
hat es nun fiir eine Bedeutung, in solchen Riumen P, Q, R
als die Krifte zu definiren, die auf eine hineingebrachte
Elektricititsmenge wirken wiirden? Das heisst, die wirken
wiirden, wenn daselbst diese Ausdriicke nicht iberall Null
wiren, wenn also die betreffenden Gebiete ganz andere Eigen-
schaften h&tten. Man miisste vielmehr sagen: Um mit der
Erfahrung in Uebereinstimmung zu bleiben, identificiren wir
jetzt den Ausdruck 15n mit der wahren Elektricitit, die wir
schon frither als erfahrungsmissig gegeben in die Definition
aufnahmen.
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Vielleicht wiirde es geniigen, P, Q, B bloss als Com-
ponenten eines Vektors zu definiren, welcher in jedem Volum-
element dz des Mediums eine Energie bedingt vom Betrage

t t
K 1 dR dQ
dt G(P"+ Q’+R")+8—n; fﬂdt—fa—;dt
2 2

f dt— dedt +fd0dt fdet

- -0

Bloss von dieser letzteren, wenn auch etwas bestimmter mecha-
nisch pricisirten Definition auszugehen, war die Tendenz der
ersten Vorlesung.

Die magnetischen Krifte a, &, ¢ oder «, 8, y noch be-
sonders als Kriifte, die auf einen Magnetpol Eins wirken, zu
definiren, halte ich jedenfalls fiir iberfliissig. Sie sind vermége
der Gleichungen 4 und Dn bereits durch P, Q, R definirt,
wenn man dazu noch die Annahme nimmt, dass sie vor sehr
langer Zeit Null waren. Dass sie den Kriiften proportional
sind, welche auf einen Solenoidpol wirken, kann dann spiter
aus den (leichungen bewiesen werden. Stahlmagnete sind
dann als Kérper aufzufassen, in denen unbekannte kleine Strome
fliessen.

Ich will hierdurch selbstverstindlich keineswegs den hohen
Werth der Hertz’schen Darstellung in Abrede stellen, sondern
nur zeigen, wo deren logische Schirfe noch der Erginzung
zu bediirfen scheint.

§ 4. Elektrostatisches Maasssystem.

Legen wir eine bestimmte mechanische Analogie zu Grunde,
80 werden die Grossen der vorigen Vorlesung mechanisch de-
finirt sein, und wir werden sie am zweckmissigsten in ihrem
natiirlichen, d. h. dem dieser mechanischen Analogie ent-
sprechenden Maasse messen. In dem einfachsten Falle z. B,
wo F, G, H Verschiebungen sind, haben P, @, R die Dimensionen
einer Geschwindigkeit, K aber die einer Dichte, a ist eine
Zahl, daher v eine durch ein Volum dividirte lebendige Kraft.



16 Zweite Vorlesung.

Bezeichnet man daher mit 7, m und ¢ die Dimensionen der

Linge, Masse und Zeit, so haben wir folgende Gleichungen,

in denen die eckigen Klammern ausdriicken, dass sie sich nur

auf die Dimensionen beziehen:

10) {[P,.] =1t-1, [K]=ml-8 [e,)=m"11t-2
(] = [1/9] = m—17¢2.

Dies sind also dann die Dimensionen in einem bestimmten

natiirlichen Maasssysteme.

Allein, da uns die mechanische Analogie nicht erfahrungs-
missig gegeben ist, so konnen wir die Messung in diesem
Maasssysteme nicht praktisch ausfihren, und selbst die Dimen-
sionen wiirden bei Anwendung einer anderen Analogie andere.
Fiir die Praxis ist es daher nothwendig, dem Maasssysteme
solche Grossen zu Grunde zu legen, welche der experimentellen
Bestimmung zugiinglich sind. Solche sind die Verhiltnisse der
Grossen K fiir verschiedene Korper, ebenso die der Grosse p.
Bezeichnen wir daher die Werthe von X und u fiir irgend
einen Koérper (den Standardkorper) mit X; und p;, so konnen
wir die Verhiltnisse:

11) K:K,=D, pp=M
experimentell bestimmen. Als Standardkérper kénnen wir Luft,
aber auch jeden beliebigen anderen zu Grunde legen.

Praktisch bestimmbar sind ferner die vier Energiedichten
T,V,I,#. Aus der Bestimmbarkeit der beiden ersten folgt,
dass die sechs Grissen P,,]/f, Q,,]/f, R, VK, e, Ve, ﬂ,.]/;z_,
7»Vu, aus der der beiden letzteren, dass auch die Gréssen
C/K, XYK, YYK und Z) K bestimmbar sind. Wihlt man
endlich einen Isolator, wo C gleich Null ist, als Standard-
korper, und betrachtet dort Stellen, wo keine #usseren elektro-
motorischen Krifte wirken, wo also X=Y=2Z=0 ist, so
ist, wie man leicht aus der Form der Gleichungen sieht,
1/Y K die ebenfalls experimentell bestimmbare Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen Wellen. Wire der
Standardkérper ein Leiter, so wire daselbst 1/V K; u, eben-
falls, wenn auch complicirter experimentell bestimmbar.

Setzen wir also:

Q

1
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so sind auch Z und ¥ experimentell bestimmbare Grdssen.
Fir die Variabeln P, Q, R, X, Y, Z, «, 8,y erhalten wir alsdann
ein vollstindig neues Maasssystem, welches wir das elektro-
statische nennen wollen. Da wir dieses Maasssystem im folgen-
den immer anwenden werden, so wollen wir die darin ge-
messenen Werthe einfach ohne Index schreiben und erhalten
daher die folgenden ebenfhlls experimentell bestimmbaren
Grossen:

P=an, Q=QHVE’ R=R..V—E,
13) X=XVK, Y=Y.VK, 2=2,VK,
a=e YV, 8=V, 7="Vu.

Da in dem einfachsten natiirlichen Maasssysteme die Di-
mensionen durch die Gleichungen 10 gegeben sind, so folgt
aus den Gleichungen 13, dass im elektrostatischen Maasssysteme
P die Dimensionen:

14) [P]=1t-1'.m¥l-} =mbi-1¢-1
hat. Dieselben Dimensionen ergeben sich fir @, B, X, 7, Z,
e, B, 7.

Fiihrt man in die Gleichungen der vorigen Vorlesung
statt der im natiirlichen Maasssysteme gemessenen Grossen die
im elektrostatischen Maasse gemessenen ein, so erhilt man
die folgenden Gleichungen, die sich natiirlich nur durch die
Werthe der Constanten unterscheiden und die wir mit der.

gleichen Ziffer oder dem gleichen Buchstaben, jedoch unter
Weglassung des Index n bezeichnen wollen.

A) T=2 (P +@+ R

B) V=X @+ +r

DdP _df _dy _, L
Y oar —dr dy "y P+ X

DdR _ de _ dB L
Vit " dy " dz ity E+D

Boltzmann, Vorlesungen, II. 2
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M da _dR _d4Q
¥ d¢  dy  dz’
M df _ dP 4R

D) 9 dt  dx &z’
M dy dQ 4P
¥ dt dz  dy '
E) I'=A—-LXP+YQ+Z4R),
F) W=4+ L(P+ Q'+ R,
g M, _dH 4G _lgﬂ_ﬂ_dﬂ M__dG _4dF
)%= Gy " a8 P a8 T dr T dy
8) W= L(P+ Q*+ R?),
9) I'=—LXP+YQ+ZR).

Natiirlich ist hierbei auch
F=an’ G=GﬂV—E7 H=H;VE

gesetzt worden.

Fir den Magnetismus ist dieses Maasssystem das einzig
ibliche. Fiir die Elektricitit dagegen ist auch noch ein an-
deres gebriuchlich. Wir behalten uns daher vor, statt
P,Q,R, X, YZnoch andere Grossen einzufithren, die sich selbst-
verstindlich nur durch einen experimentell gegebenen constanten
Faktor davon unterscheiden kénnen. Hierdurch werden natiir-
lich dann-auch die Constanten der Gleichungen entsprechend
geandert.

Ist uns der Standardkorper nicht bekannt, so kann fiir
einen beliebigen Kérper aus 4, bloss X P%, und dann aus 7,
die Grosse C/K=(C/K).(K;/K)= L|D bestimmt werden.
Dies ist also eine Constante des Kérpers selbst; man erkennt
dies auch aus den beiden Gleichungen C und D, welche Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit und Absorption der elektrischen
Schwingungen durch ¥ und Z /2D ausdriicken.!) Nur wenn
ausser dem betreffenden Korper auch noch der Standardkérper
gegeben ist, ist P, im ersteren Korper in dem dem Standard-
korper entsprechenden elektrostatischen Maasse, also auch
K, P,? bekannt; es kann daher Z = C/K, auch fiir den ersteren
Korper bestimmt werden oder noch einfacher, da D bekannt

1) Vergl. Cohn, Berl. Ber. 26, S. 405, 1889; Hertz, Ges. Abh.
8. 218.
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ist, aus der Constanter Z/D des ersteren Korpers Z fiir
diesen gefunden werden.

§ 5. Grenzbedingungen fiir die Trennungsfliche
zweier Kérper.

Aus den Gleichungen C und D konnen wir nach dem
friither erwihnten Principe der Continuitit der Ueberginge
ohne Weiteres die Grenzbedingungen fiir die Trennungsfliche
zweier Korper ableiten, falls in diesen selbst keine unendlichen
ausseren elektromotorischen Krafte ihren Sitz haben.

Wir zeichnen ein unendlich kleines Rechteck mit den
Seiten & und { auf der Trennungsfliche. Dieses Flichen-
element do = ¢.{ der Trennungsfliche betrachten wir nicht
als mathematische Fliche, sondern als ein Parallelepiped von
von der Basis ¢ und der Héhe J. Eine nothwendige Voraus-
setzung fir die Ableitbarkeit besteht nun darin, dass die
Dicke 0 der Trennungsschicht so klein ist, dass sich Liingen
denken lassen, die sehr gross gegeniiber o sind, aber noch
immer als Differenziale betrachtet werden kdnnen. Diese Vor-
aussetzung hat ihr Analogon iiberall in der mathematischen
Physik, wo immer man Volumelemente construirt, die gross
gegeniiber den Dimensionen eines Moleciils sind, aber selbst
noch als Differenziale betrachtet werden kénnen. Solche Lingen,
gross gegeniiber J, aber noch immer unendlich klein, sollen &
und ¢ sein.

‘Wir legen zunichst den Coordinatenanfangspunkt in eine
Ecke des Parallelepipeds d&{, die Abscissenaxe parallel zu 9,
die y- und z-Axe parallel zu ¢ resp. {. Fir jeden Punkt
mit den Coordinaten z, y, z im Innern des Parallelepipeds
sollen die Gleichungen D gelten, deren zweite lautet:

Mdf _dP dR
Vdt dz dz
Wir koénnen nun im Innern des Parallelepipeds d¢{ ein
Parallelepiped dxdydz construiren, wobei dz, dy und dz
wiederum unendlich klein gegen J sind. Die letzte Gleichung
multipliciren wir mit d2dydz und integriren iiber das ganze
Parallelepiped d¢f. Dies liefert: -
2t
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|ff Hlazaydz:— fdzdy(P,_Po)
l +ffdydz(R,_Ro)=o.

Das erste Integral kann auch so geschrieben werden:
.M 205e¢,
wobei M d B/dt irgend ein Mittelwerth aller Mdg/dtist. Ebenso
kann das zweite und dritte Integral in der Form geschrieben
werden (P, — P,)d¢ resp. (B, — B))¢,. Da unserer Annahme
gemiss M, «, B, 7, P, Q, R und daher auch deren Differential-
quotienten nach der Zeit nirgends unendlich gross und J un-
endlich klein gegeniiber ¢ und { ist, so liefern die beiden ersten
Integrale der Gleichung 10a durch ¢{ dividirt, noch immer
verschwindendes. Daher muss auch der Werth des letzten
Integrales, durch & dividirt, noch unendlich klein sein und
man erhilt:
R = R,.
_ R, ist ein Mittelwerth aller Werthe, welche R auf der
einen (der positiven Abscissenrichtung zugewendeten) Seite des

Parallelepipeds d¢¢ hat. Wenn die Function R ausserhalb
des Parallelepipeds continuirlich ist, konnen wir daher einfach
dafir R, den Werth von R auf der betreffenden Seite der
Trennungsschicht, setzen. Ebenso fir R, den Werth R, von
R auf der anderen Seite der Trennungsschicht.

Vertauscht man die y- und z-Axe und stellt man dieselben
Betrachtungen fir 8 und y an, so erhilt man: -
a) [ =20, & =R

| By =8, "=7-

Steht die Trennungsfliche beliebig und ist » ihre Normale
an der betreffenden Stelle, so muss die Bedingung
(B, — Py)cos (T) + (Q, — Q) c0s(Ty) + (B, — By) cos (Tz) = 0
fir jede Gerade 7 erfillt sein, deren Richtungscosinus der
Gleichung:

cos (T'x) cos (nx) + cos (Ty) cos (ny) + cos (7z) cos (n z) =

geniigen. Setzt man zuerst einen der drei Winkel zwmchen T
und einer Coordinatenaxe gleich 90, so folgt:
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b) Pl_Po_Ql"Qo_Rl_Ro
cos(mx) cos(ny)  cos(nz)
und ebenso:
9 m-—a0 _B-6 _n-r
cos (n x) cos(ny) cos (n )
Aus den drei Gleichungen D folgt:
d [d(Ma) d(Mﬂ) d(My)
d_t[ iz T + ] 0.

Eine ahnliche Gleichung folgt aus den Gleichungen C, M und
D sind dabei als mit der Zeit nicht verinderlich vorausgesetzt.

Wihlen wir daher zuniichst wieder die Normale zu einer
Fliche sehr raschen Uebergangs zur z-Axe, so ergiebt sich
hieraus: .

d
{ _(M o — Mye) =0

d)
. 4“l“(D P —D,P)+ L, P—L,P, =0.

Fiir den Fall, dass in der zur Abscissenaxe senkrechten
Trennungsschicht nur X unendlich, aber fXdz = ¢,, endlich
bleibt, &ndern sich die Gleichungen fir «, 8, y nicht, fur die
elektrischen Kriifte aber erhilt man:

_ Adg,

Ql - Qo - d_y

— do,

K B — R, =
4 di (DIPI =D, P) + L(P, + X)) — L, (£, + X,)=0.)

Uebrigens glaube ich, dass man diesen Fall immer ausschliessen

, wenn man die experimentell nicht constatirbare Span-
nungsdifferenz reiner Metalle gleich Null setzt, wo aber elektro-
motorische Krifte thiitig sind, z. B. an der Contactstelle zwischen
Zn wnd SO.H,, ihren Spielraum auf eine Schicht ausgedehnt
amimmt, die zwar immer noch diinn, aber doch sehr dick
gegeniiber der oben betrachteten eigentlichen Trennungsschicht
der beiden Korper ist.

Wire die Normale nicht der z-Axe parallel, so hitte in
obigen Formeln tiberall die Componente in der Normalrichtung
an Stelle der in der Abscissenrichtung zu treten.

) Ygl. Hertz, Ges. Abh. p. 222.
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Dritte Vorlesung.

§ 6. Begriff der wahren und neutralen Elektricitat.
Bild behufs Veranschaulichung der Integrale obiger
Gleichungen. Erster Zug des Bildes.

v Mit den Annahmen, deren wir zur Erklirung des Elektro-
magnetismus bediirfen, sind wir hiermit vollstindig zu Ende.
Alles Folgende enthilt nur Consequenzen dieser Annahmen,
also Folgerungen aus den Gleichungen, zu denen sie fiihrten.
Zur Versinnlichung dieser Consequenzen werden wir vielfach
neue mechanische Bilder zuziehen; doch bemerken wir schon
hier, dass wir diese bloss zur Versinnlichung dienenden Bilder
von der mechanischen Grundlage der Theorie wohl unter-
schieden wissen wollen.

Wer unter einer mechanischen Theorie iiberhaupt nur ein
Analogon versteht, wird in dem bisher Vorgetragenen wohl
auch nur ein Bild erblicken; aber doch bleibt der Unterschied
zwischen der mechanischen Grundlage der Theorie und den
zur Versinnlichung einzelner Consequenzen derselben dienenden
Bildern bestehen.

Einen Korper, in welchem Z einen verschwindenden Werth
hat, also L = 0 gesetzt werden kann, nennen wir einen Isolator.
Sind daselbst zur betrachteten Zeit zudem auch keine dusseren
elektromotorischen Krifte thitig, so werden auch X, ¥, Z nicht
in solcher Weise unendlich, dass die Produkte L X, LY, LZ
von Null verschieden ausfielen und man erhdlt, wenn man von
den Gleichungen C die erste nach z, die zweite nach y, die
dritte nach z partiell differenzirt, addirt und wieder, da wir die
ponderabeln Korper als unbewegt und mit der Zeit unveriinder-
lich betrachten, 2 als unabhiingig von ¢ voraussetzt:

d [d(DP dDQ) , d(DR)

=D+ "(7159‘ + %] =0
Die Grosse in der eckigen Klammer kann sich also mit der
Zeit nicht #indern. Wire sie zu Anfang gleich Null, so bliebe
sie, so lange an der betreffenden Stelle selbst keine dusseren
elektromotorischen Krifte thitig sind, immer gleich Null; hat
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sie dagegen durch frither thitige elektromotorische Krifte einen
von Null verschiedenen Werth angenommen, so bleibt derselbe,
80 lange er nicht durch neuerdings thitige #ussere elektromoto-
rische Kriifte vernichtet oder verindert wird, ein fir alle Mal
festgenagelt.

Man kann sich die Sache, wenn man will, so vorstellen,
als ob der Isolator durch die Wirksamkeit der #usseren
elektromotorischen Krifte mit einem Fluidum erfillt worden
wire, dessen Dichte in irgend einem Volumelemente

1 rd(D a(D d(D
15) w= i [+ G R
ist, und als ob dieses Fluidum in dem betreffenden Isolator
vollkommen unbeweglich wire; ¢,dr ist die mit der Zeit un-
verinderliche Menge des im Volumelemente dz enthaltenen
Fluidums.

Wir wollen ¢,dt als die wahre, im Volumelemente d*
enthaltene Elektricitit, ¢, als deren Dichte bezeichnen. Den
Index lassen wir, wo keine Verwechslung zu befiirchten ist, weg.
Da die rechte Seite der Gleichung 15 ebensogut negative als posi-
tive Werthe haben kann, so werden wir uns die Sache besser
so vorstellen, dass schon im normalen unelektrischen Zustande
jedes Volumelement d r eine grosse Menge m d r dieses Fluidums
enthalt, welche wir dessen neutrale Elektricitit nennen, und
dass ¢dt bloss den Ueberschuss resp. Unterschuss iiber dessen
neutrale Elektricitit bedeutet. m heisst dann die Dichte der
neutralen Elektricitit, welche im Isolator bei Abwesenheit
ausserer elektromotorischer Krifte ebenfalls vollkommen fest-
genagelt ist.

Die Elektricitit betrachten wir daher als ein bloss zur
Versinnlichung der Integrale gewisser Gleichungen dienendes
Gedankending im Gegensatz zum Aether, den wir filr etwas
materielles halten.

Die bisher vorgetragene Anschauungsweise ist die so-
genannte unitarische. Sie reicht in allen Fillen aus und ist
die einfachste. Sie ldsst aber in einigen Punkten eine gewisse
Dunkelheit bestehen. Ich will daher lieber hier die allerdings
complicirtere dualistische Anschauungsweise adoptiren, da mir
in derselben die Dunkelheiten auf ein Minimum reducirt
scheinen. Da wir hier nicht mit wirklichen Stoffmengen, son-
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dern mit blossen Gedankendingen operiren, so ist dies Ge-
schmackssache und ich ziehe eine grossere Complication dem
Fortbestehen der leisesten Unklarheit vor.

Nach der dualistischen Anschauung giebt es zweierlei
Elektricititen, die positive und die negative. Ein Quantum
der ersteren wird immer mit positivem, eines der letzteren
mit negativem Zeichen bezeichnet. Im neutralen Zustande soll
in jedem Volumelemente dz die Menge:

mdz
2

positiver und
mdr
2
negativer Elektricitit enthalten sein. Enth&lt dagegen das
Volumelement dr die wahre Elektricititsmenge sdz, so stellen
wir uns vor, dass darin die Menge:

m+s
3 dr

positiver und
m — 8

3 d
negativer Elektricitit vorhanden ist. Die neutrale Elektricitit
ist also die Summe der Absolutwerthe aller darin enthaltenen
Elektricititsmengen ohne Riicksicht auf das Zeichen:

(m+s+ m—a)dt,

2 2

was wir immer kurz Summe der Absolutwerthe nennen wollen.
Die wahre Elektricitat dagegen ist die Summe aller Elektrici-
tatsmengen mit Riicksicht auf ihr Zeichen (algebraische Summe):

m + & m — 8
( T — 3 )dt.

Im vollkommenen Nichtleiter ist also alle positive und negative,
sowohl neutrale als auch wahre Elektricitit vollkommen fest-
genagelt.

Der Nutzen unseres Bildes springt noch mehr in die
Augen, wenn wir zu dem Falle iibergehen, wo L, X, ¥, Z,
von Null verschieden sind. Dann erhalten wir, wenn wir von
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den Gleichungen C die erste partiell nach z, die zweite partiell
nach y, die dritte partiell nach z differenziren und addiren:

ds, dL(P+X) dL(P+Y) dL(P+2)
dt dz + dy + dx =

Die allgemeine Integration dieser Gleichung ist selbst fir die
einfachsten Verhiiltnisse weitschweifig und schwierig; es ist
daher ein sehr giinstiger Umstand, dass sich ihre Bedeutung
durch die schon erwihnte symbolische Vorstellungsweise un-
gemein leicht interpretiren lisst.

Wir stellen uns vor, als ob in dem jetzt betrachteten
Falle die Elektricitdt im Innern der Korper strémen wiirde,
und zwar die in dem Volumelemente dz enthaltene positive

Elektricitit mit einer Geschwindigkeit, welche in den drei
Coordinatenrichtungen die Componenten:

1) w=2@+x, v=2@Q+1, wv=L®&+2

hat, die negative mit genau gleicher, aber entgegengesetzt ge-
richteter Geschwindigkeit. Durch ein beliebiges Flichen-
element do im Innern eines beliebigen Korpers tritt also
wahrend der Zeit d¢ die Menge

18) L2t2 8+ Nydodt

2m

16)

positiver Elektricitit von der einen Seite (s,) gegen die andere
(s,) hindurch. Dabei ist » die von s, gegen s, hin gezogene
Normale zu do.
19) { N = Pcos(nz) + Qcos(rny) + £ cos(nz),

8= Xcos(nz)+ Ycos(ny) + Zcos(nz)
sind die Componenten der Vektoren (P, @, R) und (X, ¥, %)

in der Richtung »n. Durch dasselbe Flichenelement do geht
in derselben Zeit d¢ die negative Elektricititsmenge:

—L 258+ Nydodt

2m

in der entgegengesetzten Richtung. Die algebraische Summe
aller Elektricititsmengen, welche withrend der Zeit d¢ in der
Richtung, nach welcher die Normale » gezogen wurde, durch
das Flichenelement do gehen, ist also:

20) wdtdo = L(S + N)ydtdo.
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Fillt » mit der Strdmungsrichtung der neutralen Elektricitat
zusammen, so geht o in das itber, was man die gesammte

Stromdichte
Q = pS + ql + 7"

nennt; deren Componenten in den drei Coordinatenrichtungen
aber erhilt man, wenn man n mit der betreffenden positiven
Coordinatenaxe zusammenfallen lisst. Diese Componenten
sind also:
21) p=mu'=L(P+X), g=mv' =L(Q+7Y), r=mw =L(R+ 7).

Construiren wir daher ein Parallelepiped, von dem drei
aneinanderstossende Kanten die Liéngen dz, dy, dz haben
und den Coordinatenrichtungen parallel sind, so strémt durch
die der negativen Abscissenaxe zugewandte (linke) Begrenzungs-
fliche desselben wihrend der Zeit d¢ die positive Elektricitats-
menge '

L2t (P4 Xydydzdt

2m

ein, die negative Elektricititsmenge
! m — &
o/ am (P+ X)dydzdt
aus. Die algebraische Summe aller einstrémenden Elektricitat
ist also, wenn man ausstromende als negative einstromende z#hlt:
LP+ X)dydzdt.

Ebenso findet man fiir die algebraische Summe der durch die
vis 4 vis liegende Begrenzungsfliche des Parallelepipeds aus-
stromenden Elektricitit den Werth:

L(P+ X)ydydzdt + 28+ Dgzray4zae.

Da dasselbe auch von den beiden anderen Coordinatenaxen
gilt, so ist die algebraische Summe der gesammten Elektrici-
tatsmenge, welche aus den Parallelepiped wihrend der Zeit d¢
mehr aus- als in dasselbe eingetreten ist:
dxdydzdt[dll(:;;- X)+ dL(,?;- Y).+dL(‘Ile+ Z)]

Dabei ist jede eingetretene negative und ausgetretene positive
mit positivem, dagegen jede ausgetretene negative und ein-
getretene positive mit negativem Zeichen gezihlt. Dies muss
also die Verminderung — d& d der in dr enthaltenen wahren
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Elektricitit (der algebraischen Summe aller daselbst befind-
lichen Elektricitat) wihrend der Zeit d¢ darstellen. Wir er-
halten also genau die Gleichung 16. Die Fiktion eines der-
artigen Fluidums ist daher ein willkommener Behelf, uns die
wahre Bedeutung dieser Gleichung und den Verlauf der durch
sie ausgedriickten Erscheinungen zu veranschaulichen.

Die Summe der Absolutwerthe aller in 4t enthaltenen
Elektricitat, also die daselbst enthaltene neutrale Elektricitit,
wichst demnach wihrend dz um den Betrag:

1 dLs(P+ X dLs Y dLse(R+ 2

Lara i @it )
Da wir m immer als gross gegen & voraussetzen, ist dieser Be-
trag klein gegen die urspriinglich in dt enthaltene neutrale
Elektricitit md+, und wir miissen unser Bild durch die An-
nahme vervollstindigen, dass die in dieser Weise bewirkte
kleine Aenderung der neutralen Elektricitit an den verschie-
denen Stellen des Raumes sich rasch wieder ausgleicht, ohne
zu beobachtbaren Erscheinungen Veranlassung zu geben.
Uebrigens werden wir sehen, dass ¢ im Innern der Leiter, wo
allein bemerkbare Stromung stattfinden kann, nur wihrend
verschwindend kurzer Zeit einen von Null verschiedenen
Werth haben kann, dass also einer der Faktoren L oder &
immer verschwindet, so dass diese Anhiufung neutraler Elek-
tricitat bei beobachtbaren Erscheinungen iiberhaupt aus-
geschlossen ist.

§ 7. Zweiter Zug des Bildes.

Wir. kénnen uns die fingirte Bewegung der neutralen
Elektricitit noch weiter durch die Vorstellung versinnlichen,
dass sie durch #ussere Kriifte erzeugt werde. Die einfachste
Annahme ist dann, dass die neutrale Elektricitit sich mit
grosser, ihrer Geschwindigkeit proportionaler Reibung bewegt,
8o dass ihre Geschwindigkeit der auf sie wirkenden Kraft pro-
portional ist. Wire also x die Kraft, welche auf die Mengen-
einheit der positiven Elektricitit wirkt, &, #, { deren Compo-
nenten in den Coordinatenrichtungen, so miissten diese pro-
portional den Gréssen P+ X, Q@ 4+ ¥, R 4 Z sein, so dass
man hitte:

E=B(P+X), 1=BQ+1), {=BR+2).
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Vergleicht man dies mit den Gleichungen 17, so ergiebt
sich der Proportionalititsfaktor zwischen der Geschwindigkeit
der neutralen Elektricitdit und der Kraft, welche auf deren
Mengeneinheit wirkt, gleich

L
m D

und es ist:
u'=L§ u’=Lq w'=—L-§-

mB >’ mB "’ m B

Um B zu bestimmen, milssen wir die in unserem Bilde
durch Reibung der neutralen Elektricitat entwickelte Wirme
mit der wirklich entwickelten vergleichen. Experimentell voll-
kommen klar gestellt sind bisher nur die Vorginge an den-
jenigen Stellen, wo keine #usseren elektromotorischen Krifte
wirken. Betrachten wir also zuniichst nur solche Stellen,
setzen also:

X=Y=7Z=0,

und vernachlissigen zudem & gegen m. Dann ist im Volum-
elemente dt einfach die positive Elektricititsmenge

mdrz
2

und die gleiche negative Elektricititsmenge enthalten; jede
bewegt sich mit der Geschwindigkeit u’, erstere in der posi-
tiven, letztere in der negativen Abscissenrichtung; auf jede
wirkt in der Richtung ihrer Bewegung die Kraft m§dz /2, so
dass im Volumelemente dz in der Zeit d¢ in unserem Bilde die
Arbeit:

mdtdr (v + 79" + {w') = dtdt BL(P? + Q* + R?)
durch Ueberwindung der Reibungskrifte in Warme verwandelt
wird. Andererseits fanden wir fir die Joule’sche Warme die
Gleichung 8. Damit beide iibereinstimmen, miissen wir setzen:

B=1.

An den Stellen der Wirksamkeit #usserer elektromoto-
rischer Krifte, also wo X, ¥, Z von Null verschieden sind,
wiirde durch Reibung des elektrischen Fluidums die Warme:

mdtdt(Ew +nv' +{w)=dtdt L[(P+ X)* 4+ (Q + Y)? + (R + Z)*]
entwickelt werden, was mit der Gleichung F nur iibereinstimmt,

wenn wir dem 4 den Werth 102 (vgl. Vorl. 14 § 30) ertheilen. Um
andere Werthe von 4 in unserem Bilde darzustellen, miisste
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man eine neue Hypothese hinzufigen, z. B. die einer be-
sonderen Anziehung der ponderablen Molekiile gegen die elek-
trischen Fluida an den Stellen der Wirksamkeit Zusserer
elektromotorischer Krifte. Doch wollen wir hiervon um so
mehr absehen, als die betreffende Liicke auch in der Max-
well’schen Theorie noch nicht ausgefiillt ist.

Unter den gemachten Voraussetzungen und Einschrén-
kungen liefert unser Bild auch den Energieumsatz in richtiger
Weise. Es ist dann:

22) E=P+X7-’7=Q+Y’ C=R+Z°

‘Wir bezeichneten die algebraische Summe aller Elektricitit,
welche in der Zeiteinheit durch eine senkrecht zur z-, resp.
y- oder z-Axe gelegte Fliche vom Querschnitt Eins hindurch-
geht, als die betreffende Componente p, resp. ¢ oder r der
Stromdichte und die algebraische Summe aller Elektricitit,
welche in der Zeiteinheit durch eine beliebige Fliche vom
Querschnitt Eins hindurchgeht, als die Componente  der
Stromdichte senkrecht zu dieser Fliche; wenn aber die Fliche
senkrecht zur Stromrichtung ist, als die gesammte Strom-
dichte 2. Fir alle diese Grossen folgt also aus den Glei-
chungen 21:

p=LE=L(P+X), ¢g=Ly=LQ+ 1Y)

23) r=L{=L(R+7Z), w=L(S+N),
Q=_Lv, =LYN?+ 82—2N, 8 cos(H, 8,),

wo », N, und 8, die Lingen der Vektoren (§, #, {), (P, Q, R)
(&, ¥, Z) sind. Die Gleichung 16 besagt, dass der Zuwachs
der wahren Elektricitit in jedem Volumelemente gleich sein
muss der Menge neutraler Elektricitit, welche mehr ein- als
ausstromt. Dasselbe muss auch von einem beliebigen end-
lichen Raume 7, der von einer beliebigen geschlossenen Fliche
umgrenzt ist, gelten. Die darin enthaltene wahre Elektricitit
it fedz, wo die Integration iber den ganzen Raum 7 zu

erstrecken ist. Die wihrend der Zeit d¢ eintretende neutrale
Elektricitat ist:

dtfwdo,

%o die Integration iiber die Begrenzungsfliche des Raumes 7'
sich erstreckt und die Normale » nach innen zu ziehen ist.
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Es ist also:
;7 edr =faulo,
oder, wenn man die Werthe substituirt:
1 d dDP) , d(DQ) , d(DR)
24)] Ed_tfdt[ dx + dy + dx]

= fdoL[(P+ X)co8(nz)+ (Q+ ¥)cos(ny)+(B+ Z)cos (n)).

Da in einem Isolator, in dessen Innern keine elektro-
motorischen Krifte wirken, sowohl ‘die wahre als auch die
neutrale Elektricitit vollkommen festgenagelt ist, so folgt un-
mittelbar, dass in einem Systeme von Kérpern, welches rings
von einem derartigen Isolator umgeben ist, die gesammte
Quantitdt der wahren Elektricitit weder vermehrt noch ver-
mindert werden kann, dass also z. B. im ganzen Universum
immer genau gleich viel positive wie negative Elektricitit er-
zeugt werden muss. Die Gleichung 24 kann natiirlich auch
ohne unser mechanisches Bild durch partielle Integration aus
der Gleichung 16 abgeleitet werden.

Wir sahen, dass man P,Q, R, X, Y,Z auch in einem an-
deren Maasssysteme messen kann. Wir bezeichnen die in
einem beliebigen Maasssystem gemessenen Grossen mit dem In-
dex k. Dann ist, wenn wir mit % eine beliebige Constante
bezeichnen, zu setzen:

13h) {P=Ph/k, Q=@/k, R=Rik,
X=Xh/h, Y=Y;./h, Z=Z;./h.

Die Annahme der letzteren drei Substitutionen empfiehlt sich,
damit X, ¥, Z wieder einfach zu P, @, R addirt erscheinen. Die
Gleichungen A und D gehen dann iiber in:

Ah) T= 2o (Po+ Q2+ B,
MM do dR, dQ, LM df dP, dR,

v di dy  dx ' B dt ds dz
aM dy dQ, dP,

¥ dt dz  dy '

Es ist gut, die wahre Elektricitit jetzt so zu definiren, dass
Py, @, By, wieder die Krifte auf die Elektricititsmenge Eins

Dh)
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gind. Die Dichte der wahren Elektricitit im neuen Maass
gemessen ist dann:

8 1 d(D P)\) a Q,,) a(D Rh)
15]1). 8"=T= 4nh? ( dzx + dy—+T)’

Auch in p,¢,r,0 und 2 haben wir statt der elektrostatisch
gemessenen dann die im neuen Maasse gemessene Eiektricitits-
menge zu substituiren und fligen deshalb den Index % bei.
Unter p, z. B. ist die im neuen Maasse gemessene Elektricitits-
menge zu verstehen, welche in der Zeiteinheit durch eine auf
der Abscissenaxe senkrechte Flicheneinheit hindurchgeht, so
dass wir erhalten:

2lhyp=pr.bh, g=qp.h, r=ra.kh, 0o =0wp.kh, Q= Q.h.

Damit nun wieder die Gleichungen 8, 9 und 23 keinen be-
sonderen Faktor erhalten, fithren wir noch statt der elektro-
statisch gemessenen Leitungsfihigkeit Z eine neue Constante ein:

12h) Ly=L[#

(die im neuen Maasse gemessene Leitungsfihigkeit), so dass
wir erhalten:

23h) {Pb=Lh(Ph+Xh): o= In(@n + Ya)y ra=Ln(Br+ &),
o = L (N + 8).

8h) W= Ly(P?+ @+ B®)
9h) I'= — L,,(P,,X,, + Y+ Rb.Zh)
Ch) D dP, ag dy h

Lh
W d —dn "y iy Bt )



32 Vierte Vorlesung.

Vierte Vorlesung.

§ 8. Besonderer Charakter der nun zu suchenden
Integrale.

Die entwickelten Gleichungen stellen im Allgemeinen eine
Wellenbewegung dar. Betrachtet man einen homogenen Korper,
in dessen Innern keine #ussern elektromotorischen Krifte wirken,
setzt also D und Z constant, X =Y = Z = 0, so liefern die
Gleichungen C und 15:

£H

8 4n L
it e=0

9

25)  also:
e = Ao tnLt/D

War nun irgend einmal der Koérper unelektrisch, und
haben seitdem in seinem Innern keine dussern elektromotorischen
Krafte gewirkt, so muss auch damals die letzte Gleichung ge-
golten haben. Da aber damals ¢ =0 war, so muss auch
A =0 und daher fir alle Folgezeit ¢ = 0 sein. Da D con-

stant ist, folgt weiter-
a9
+ dy + dx = 0.

und man erhilt aus der ersten der Gleichungen C, indem man
fir 8 und y deren Werthe aus den Gleichungen D substituirt:

a2 P
MDS 5 + 4 mzif _n’AP
wobei:

d?
d=gmtagta=

ist. Analoge Gleichungen gelten fir ¢ und 2 Fir L =0
werden hierdurch bekanntermaassen Transversalwellen von der
Fortpflanzungsgeschwindigkeit:

3

VDM
dargestellt. Hat Z einen von Null verschiedenen Werth, so
werden die Wellen gedimpft (Absorption) und die Fortpflan-
zungsgeschwindigkeit ist fiir verschiedene Schwingungsdauern
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verschieden (Dispersion). Wir befriedigen die Gleichungen,
wenn wir setzen:

P = B tmaMLa/® gy (t — %) )

wobei B und n beliebige Constanten sind, wogegen man hat:

26)’ 1 _¢/MD MDY | ant ML?
) a —l/2”+ +

4 m‘ ,nl nl

Dies stellt eine Transversalwelle dar, deren Fortpflanzungs-
geschwindigkeit a ist. Wir wollen die Behandlung der Ge-
setze dieser Wellenbewegungen einem viel spiteren Kapitel
vorbehalten und hier nur bemerken, dass ihre Fortpflanzungs-
geschwindigkeit ausserordentlich gross (wie die Lichtgeschwin-
digkeit) ist. Im Falle, wo Z = 0 ist, muss also J.D M /¥ ausser-
ordentlich klein sein. Da in Formel 26 der Wurzelausdruck
unter dem ersten Wurzelzeichen jedenfalls mit positiven Zeichen
genommen werden muss, so folgt, dass auch, wenn Z von Null

verschieden ist, YD M /¥ klein wie die reciproke Fortpflan-
zungsgeschwindigkeit der Wellen oder noch kleiner sein muss.

Die Berechnung des gesammten Verlaufes der durch eine
beliebige elektromagnetische Stérung hervorgerufenen Wellen
stsst nun selbst in den einfachsten Fillen auf fast uniiber-
windliche mathematische Schwierigkeiten. Dass es trotzdem
miglich ist, in vielen Féllen sehr einfache Gesetze aus den
Gleichungen abzuleiten, verdanken wir einem giinstigen Um-
stande, dessen Wesen ich zunichst an einigen Beispielen aus
der Elasticitatslehre erliutern will.

Gesetzt, wir hitten eine gespannte Saite oder Schnur.
Der eine Endpunkt A4 derselben sei vollkommen fix, dem
anderen Endpunkte B werde mit der Hand oder sonstwie eine
ganz beliebige Bewegung senkrecht zur urspriinglich geraden
Linie 4 B ertheilt. Im Allgemeinen werden dadurch Wellen
entstehen, welche in 4 reflektirt werden, und deren Gesammt-
resultat bald nur mehr durch lange Summenformeln ausdriick-
bar ist. Wenn aber die Bewegung des Punktes B so langsam
geschicht, dass die Wellenlinge sehr gross gegen die Faden-
linge ist, so wird keine Spur von Wellenbewegung bemerk-
bar sein.

So einfach und bekannt dies ist, so sind doch die mathe-
Boltzmann, Vorlesungen, I 3
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matischen Bedingungen der Bewegungsart, welche der Faden _
im letzteren Falle macht, meines Wissens noch nie genau_
gepriift worden. Gerade diese Bewegungsart spielt aber fast=
iiberall eine wichtige Rolle, wo Massen, die in einer Linie,
Fliche oder im Raume continuirlich vertheilt sind, sehr lang—
sam zur Bewegung angeregt werden. Sie ist keine stationiire, da
sie nach langer Zeit ihren Charakter vollig verindern kann,
eher kénnte man sie als angenihert stationir oder besser als
langsam gegeniiber der Wellenfortpflanzung in dem in Betracht
kommenden Gebiete bezeichnen. Um diesen Begriff schirfer zu
fassen, wollen wir in dem eben besprochenen einfachen Falle mit
w irgend eine Grosse bezeichuen, die sich auf den Zustand des
Fadens an einer Stelle bezieht; z. B. die Entfernung der be-
treflenden Stelle von ihrer Ruhelage oder die daselbst herr-
schende Geschwindigkeit etc. Ferner bezeichnen wir mit a die
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Transversalwellen in dem
Faden, mit ! dessen Linge. Damit die Bewegung von der
gesuchten Beschaffenheit sei, muss die Anregung folgende Be-
dingung erfilllen. KEs muss

l dwy

@ dt
klein gegeniiber den in Betracht kommenden Verinderungen
des Werthes von w, also namentlich klein gegeniiber der Diffe-
renz zwischen dem grossten und kleinsten der vorkommenden
‘Werthe des w sein, was wir etwa in der Form schreiben
konnen:
l dwy
21) = ar
der Index B driickt dabei den Werth an dem zur Bewegung
angeregten Ende B aus. Wenn w eine Linge und wyax — Wi
von der Grossenordnung [/ ist, so wird einfach dwg/d¢ klein
gegen a. Fir die Bewegung an irgend einer Stelle, die wir
durch ihre Entfernung x vom fixen Ende 4 charakterisiren
wollen, wird dann immer

klg. Wmax — Wiin;

1dw dw

sein. Fiir die Wellenbewegung ist ja
w =f(z + at),
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daher:

28 giebt also in der That die Bedingung, dass die Geschwin-
digkeit, mit der sich w #ndert, fiir die angeregte Bewegung
viel kleiner ist, als im Falle bemerkbarer Wellenbewegung.

Bezeichnen wir mit y die Entfernung irgend eines Theil-
chens des Fadens von dessen Ruhelage, so hat man bekannt-
lich fiur y die partielle Differentialgleichung:

1diy d'y
29) Far —dz
Da fiir die gesuchte Bewegung nach 28
1 &y
a® di®
gegen
1 d*y
a dzdt’
und dieses wieder gegen
y
dz?
verschwinden muss, so reducirt sich dieselbe angenihert auf:
a?
d z‘z =0,

was liefert:

y=zpO+v@
und da fir z =0, y = 0, fiir = [ aber y gleich einer vor-
geschriebenen Funktion f(f) von ¢ sein muss, so folgt:

y=Fr
D& wir hier nur Anniiherungsrechnung treiben, so hat es natiir-
lich keine Schwierigkeit, nach bekannten Mathoden den Grad
der Annsherung weiter zu treiben. Bezeichnet man den ge-
fundenen Werth von y mit y,, und setzt y =y, + y;, so liefert
die abermalige Anwendung der Gleichung 29:

31) Y=ol O+ 29O + (@,

wobei @ und 1 jetzt so zu bestimmen sind, dass y, firz =0
und z =/ verschwindet; es ist also:

P

3*
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Man wiirde so eine Reihenentwickelung erhalten, deren Con-—
vergenz freilich eine begrenzte ist, welche aber, so lange sie
convergirt, natiirlich mit der Lésung durch willkiirliche Funk-
tionen oder dem allgemeinen Integrale fibereinstimmt.

Das Analogon zu dieser Reihenentwickelung bildet im
elektromagnetischen Probleme die Beriicksichtigung der elektro-
statischen Wirkung verinderlicher elektrischer Strome, der
ponderomotorischen Wirkung erloschender Ringmagnete etc.
In der Relation 28 sind die Differentialquotienten einer und
derselben Grosse mit einander verglichen. Will man die
zweier verschiedener Grossen x und v vergleichen, so muss
man bedenken, dass wihrend der Bewegung sich immer leben-
dige Kraft in Arbeit und umgekehrt umsetzt, also der Zu-
wachs der lebendigen Kraft und der Arbeit immer von gleicher
Grossenordnung sein muss. Die Differentialquotienten dieser
Grossen konnen daher gerade so verglichen werden, wie in der
Relation 28 die Differentialquotienten einer einzigen Variabeln .
Um dies zu versinnlichen, betrachten wir wieder eine elastische,
Schnur 4 B, deren eines Ende 4 fix ist, und charakterisiren
irgend einen Punkt C der Schnur durch seine Entfernung z
von 4. Das andere Ende B soll aber jetzt longitudinal in
der Richtung der Geraden A4 C hin- und herbewegt werden.
& sei die ebenfalls longitudinale Verschiebung des Punktes C
gegen B hin, &z deren Werth fir x == 4 B. Wir konnten
diese Aufgabe natiirlich gerade so wie die vorige behandeln,
wollen aber jetzt die elastische Kraft p auf die Einheit des
Querschnittes im Punkte C einfithren. Ist E der Elasticitits-
modul, so ist

d
p = E Tf:_ .
Die lebendige Kraft des Fadenstiickes von der Linge dx ist:
qgodx ( 23 )2
2 at )’

wobei ¢ die Dichte der Substanz des Fadens ist. Die Arbeit
der elastischen Kriifte in demselben Fadenstiicke ist be-
kanntlich:

qgdx ., (dE\2
()
g ist der Querschnitt des Fadens. Da beide Grossen sich in-

"\



§ 9. Asone, aphote Bewegung. 317

einander umsetzen miissen, wenn Wellenbewegung stattfindet,
so miissen ihre Zuwichse von derselben Gréssenordnung sein.
Setzen wir daher:

35 /e ,_ad¢
Y=V E YT ds

so miissen auch die Zuwichse von » und » von derselben
Grossenordnung sein. Fiir die gegeniiber der Wellenbewegung
langsame Bewegung muss daher entsprechend den Relationen 28

1 du

‘e dt
nicht nur gegen

du dov
TR sondern auch gegen TS

verschwinden, ebenso:
1 do du
31) = 4 gegen ——
Wir konnen nun die Bewegungsgleichung:
PE 1 dPE o dE

d* T @' d8 T E df
fir die longitudinalen Schwingungen der Schnur in der Form
schreiben:

do _ 1 du
dxr = o« dt

und bekommen daher fiir die gesuchte Bewegung angenshert:
do _ 4§
z = de =0

wie frither.

§9. Anwendung des vorigen Paragraphen auf Aero-
dynamik und Elektricitatslehre (Asonme, aphote Be-
wegung).

Die im vorigen Paragraphen angefithrten Beispiele er-
schenen von fast kindischer Einfachheit; doch sind sie die
Vollkommenen Analoga zu den Liésungen der Grundgleichungen
des Elektromagnetismus, welche wir zunichst zu betrachten
haben. Wegen der enormen Fortpflanzungsgeschwindigkeit er-
zeugen nimlich alle bisher bekannten elektromagnetischen Er-
regungen bloss Bewegungen des Aethers, welche den eben be-
sprochenen Charakter haben, mit einziger Ausnahme der Licht-
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erscheinungen und der von Hertz entdeckten elektrischen
Wellen, wo aber auch in Entfernungen von der Erregungs-
stelle, welche klein gegen die Wellenliinge sind, die Bewegung
noch nahezu den Charakter der eben besprochenen hatl); ich
werde darauf in einem spiteren Theile dieser Vorlesungen zu-
riickkommen.

Eine erschopfende Analyse der Natur der besprochenen
Bewegung wiirde mich viel zu weit fithren; dieselbe miisste
jedenfalls zur Bedingung 27 fiir die Anregung noch die weitere
hinzufiigen, dass dieselbe nicht allzulange mit einer Periode,
welche ein exaktes Vielfaches der Schwingungsdauer irgend einer
Eigenschwingung des angeregten Korpers ist, gedauert haben
darf, da dann, besonders wenn jede Dimpfung ausgeschlossen
ist, ein Ausnahmsfall eintritt.

Noch eines Specialfalles will ich im Voriibergehen Er-
wihnung thun, namlich der Bewegung eines Gases, in welchem
der Druck p auf die Flicheneinheit und die Dichte ¢ durch
das Gesetz p = Cp* verkniipft sind. Sind %, v, w die Ge-
schwindigkeitscomponenten an irgend einer Stelle, so ist

u2 + ”I + wl
2 .
die lebendige Kraft der Volumeinheit. Die Schallgeschwindig-

keit ist:

a=7)nCom—1
Die Arbeit in einer Gasmasse, welche bei der Dichte g, die
Volumeinheit erfiillte, ist:

1 c

9°fpdT = ”——e"__ 0"~ + const.
Es sind also die Zuwiichse von
o %? und _—n%—ol "1

von derselben Grossenordnung; daher auch die der Quadrat-

wurzeln dieser Grossen, und wenn man voraussetzt, dass g,
und ¢ von derselben Grossenordnung sind, auch die von

" — 1

ou und o ,

n-—1
oder, wenn n/n — 1 eine endliche Zahl ist, die von gu

“) Vergl. Hertz, Ausbreitung d. el. Kraft, 8. 151; Wied. Ann.
Bd. 36, S. 5, 1888.
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und agp. (Fiir n =1 muss der Beweis besonders gefithrt
werden, was ich hier bei Seite lasse.) Setzt man daher:
ap=Fh ou=1[ pv=m, ow=n,
so sind die Aenderungen dieser Grossen von derselben Grissen-
ordnung. Die Continuititsgleichung nimmt daher die Form an:
1 dk dl dm dn
7 dat T tay vt =%
Es muss daher nach den frither aufgestellten Principien das
erste Glied gegen jedes der iibrigen verschwinden, und man
hat angenihert:
dl dm dn
ar tTay taz =%
War die Dichte anfangs iiberall dieselbe, und bewegen sich die
Umhiillung und etwa eingetauchte Korper so, dass das Vo-
lumen nicht verindert wird, so wird daher die Dichte immer
nahezu dieselbe bleiben, und das Gas sich wie eine incom-
pressible Fliissigkeit bewegen. Aendert sich das Volumen, so
kénnen auch langsame, aber in der ganzen Gasmasse immer
nahezu gleiche Dichtenéinderungen vorkommen.!) Bei ent-
sprechender Anregung kann die Stromung auch wellenartig
sein, z. B. wie die Wellen einer incompressiblen Fliissigkeit.
Man muss also sagen: die Bewegung ist langsam beziiglich der
Ausbreitung der Schallwellen in dem in Rede stehenden Raume,
vofiir wir mit einem Worte ason sagen wollen.

Ueberhaupt konnen derartige Bewegungen auch noch den
Charakter von Schwingungen haben; so kommt z. B. den
Transversalschwingungen einer gespannten, an beiden Enden
befestigten Saite, welche in der Mitte mit einer im Vergleich
m ihrer Masse sehr grossen Masse belastet ist, oder eines
Drahtes, welcher, unten mit einem Gegenstande von sehr grossem
Trigheitsmomente belastet, Torsionsschwingungen macht etc.,
ganz der Charakter dieser Bewegungen zu.

Dasselbe gilt auch vom Aether. Wir wollen daher Aether-
bewegungen, wobei die Anregung so langsam erfolgt, dass

1) In den hydrodynamischen Bewegungsgleichungen sind die Ver-
inderungen von @u? und p = Cgn von derselben Grossenordnung; es
kinnen daher die Aenderungen von g, nicht aber die von p vernach-
lissigt werden. Es bleiben daher die iibrigen hydrodynamischen Bewe-
gungsgleichungen unverdindert.
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Wellen von der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes oder
der Hertz’schen Wellen ausgeschlossen sind, mit einem Worte
als aphot bezeichnen, wobei wir freilich unter g@¢ nicht bloss
die auf die Netzhaut wirkenden Aetherschwingungen, sondern
auch die strahlende Warme und Hertz’schen Schwingungen
verstehen. Dabei konnen noch immer langsamere stehende
Schwingungen, z. B. oscillirende Condensatorentladungen, statt-
finden, aber die durch sie erregten Hertz’schen Wellen sind
in Rdumen von den Dimensionen der Laboratorien, ja selbst
der Erde, absolut unmessbar.

Wir haben bereits bemerkt, dass abgesehen von den Er-
scheinungen des Lichtes und der strahlenden Warme und der
Hertz’schen elektrischen Schwingungen alle bekannten Er-
regungsarten elektromagnetischer Erscheinungen wegen der
enormen Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen
Wellen den Bedingungen 27 geniigen und daher aphote Aether-
bewegungen erzeugen, bei denen die eigentliche Wellennatur
des Elektromagnetismus vollig verborgen bleibt.

Um die den Beziehungen 31 analogen fiir den Aether zu
finden, miissen wir bedenken, dass dabei, wenn iiberhaupt
zwischen den Grdssen P, @, R einerseits und «, B, y anderer-
seits ein bemerkbarer Umsatz stattfindet, das Princip der Er-
haltung der Energie gewahrt bleiben muss, also die Zuwichse
der in den Gleichungen 4 und B rechts stehenden Addenden,
daher auch die von

PYD, QVD, RYD, «VM, BVM, yVM
und da D und M endliche Zahlen sind, auch die von P, Q, R,
o, §, v von derselben Grossenordnung sein miissen. Diese
Grossen spielen also die Rolle der in der Relation 31 mit
u und v bezeichneten Grosse.

Nun ist aber ¥ die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der
elektrischen Wellen im Luftraume. Entsprechend der Beziehung
81 muss daher in den Gleichungen D die linke Seite gegen die
Glieder der rechten zu vernachlissigen sein und man erhilt:
dR _dQ dP _dR dQ _dP
dy dz’ dz dx' dz dy’

32)

Findet dagegen kein nennenswerther Umsatz zwischen den
Groéssen P,Q, R und «,B,y statt, so milssen eo ipso in den

o
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Gleichungen D die Glieder, welche die ersteren drei Grossen

enthalten, separat verschwinden und ebenso die, welche die

letzteren enthalten, was wieder zu den (leichungen 32 fiihrt.
Aus denselben folgt:

=_99 o__d9 p__ 49

33) P—_dz’ €= dy’ k= dx *
‘Wir brauchen nun nur mehr eine Gleichung zur Bestimmung
von @, und da ist es am besten, die Eliminationsgleichung

von e, (3, y aus den Gleichungen C zu beniitzen, also die
Gleichung:

1 d d(DP) d(D Q) d(D R) dL(P + X)
16 Td_[ iz T dy T =ax ],+ dx
3) 4 9LO+ V)  dL(R+2)

dy + dx =0,
welche, da sie ohne jede Vernachlissigung gebildet ist, unter
allen Umstinden gelten muss. Wir konnen jetzt aus 16a
und 33 die Grossen P, @, B ganz unabhingig von «,f,7 be-
stimmen, wozu wir sofort im nichsten Paragraph schreiten
wollen.

Wir bemerken hier nur noch, dass fir die aphote Be-
wegung aus demselben Grunde in den Gleichungen C die linke
Seite verschwindet. Man erhilt daher, wenn L einen sehr
grossen Werth hat:

df dy 4=nL _da _4nL
do _dff _ 411L
dy " dz = (B +2).

Ist dagegen L klein, so folgt einfach:
dg dy _dy do da dg

ep oy _%y _%=* _¢x 9P _9o

dx dy dx dx dy dxz
Ferner folgt noch, ebenfalls unabhingig von jeder Vernach-
lissigung, aus D:

d [d(Mo)  d(Mf)  d(My)
-d_t_[ dx + dy ax ]

Die Betrachtungen dieses Paragraphen, sowie #hnliche,
die wir spater noch ofters anstellen werden, sind natir-
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lich fiir denjenigen vollkommen iiberfliissig, der sich nach
Kirchhoff’s Vorgang gewthnt hat, zuerst bloss partikulire
Integrale der allgemeinen Differentialgleichungen hinzuschreiben
und erst nachher deren physikalische Interpretation zu suchen.
Derselbe ist jedoch im besten Falle nicht reicher als wir, wenn
wir nur, nachdem wir uns den physikalischen Grund zu ver-
anschaulichen gesucht haben, warum gerade diese partikuliren
Losungen eine so wichtige Rolle spielen, und warum nicht
noch andere eine gleich wichtige Rolle spielen, noch jedesmal
den Nachweis liefern, dass die gefundenen Werthe auch den
exakten Differentialgleichungen ohne jede Vernachlissigung
geniigen.

Fiinfte Vorlesung.

§ 10. Begriff der freien Elektricitit.

Mit Riicksicht auf die Gleichungen 33 kann man die
Gleichung 15 auch so schreiben:

- 11 d do d do d do
5 =g | (P02) + 4y (P 5) + ok (52)]
Ferner sind nach den Formeln 22, sobald die Glei-
chungen 33 erfiillt sind, die Krifte, welche ausser den #usseren

elektromotorischen Kriften, also durch scheinbare Fernwirkung
im Bilde auf die Einheit der Elektricitit wirken,

—dol/dz, —deg[dy, —dp|dz.
Es ist also ¢ das elektrostatische Potential. Es ist in allen
elektrischen Maasssystemen iiblich, ¢ so zu messen, dass seine
negativen Ableitungen nach den Coordinaten ohne weiteren
Faktor die Krifte auf die Elektricititseinheit geben. Die
Gleichungen 33 gelten daher unverindert in allen Maasssystemen.
Wire in einem anderen Maasssysteme P, = &.P, so miisste
auch der im anderen Maasssysteme gemessene Werth des ¢,

den wir g, nennen wollen, gleich % ¢ sein, dagegen ist nach
15h ¢ = h¢,, daber

o=k Do, s=—DAdp[4nh®

-



§ 10. Begriff der freien Elektricitiit. 43

Da wir voraussetzen, dass die elektromagnetische Stérung
in  unendlicher Entfernung jedenfalls unmerklich wird, so
miissen die Ableitungen von ¢ nach den Coordinaten im Un-
endlichen verschwinden, und wir konnen die zu ¢ hinzutretende
Constante, da sie aus den Gleichungen herausfillt, so wihlen,
dass auch ¢ selbst im Unendlichen verschwindet. Wenn man
zur identischen Gleichung @? P/dz® = d?*P|dz? die nach z
differentiirte zweite und die nach y differentiirte dritte der
Gleichungen 32 addirt, so erhélt man hierzu noch:

4P = (T + 72+ 5F).

Da analoge Gleichungen fiir 4 ¢ und AR gelten, so sieht
man, dass diejenige Funktion ¢, deren negative Ableitungen
nach den Coordinaten gleich P, @, R sind, die Potentialfunktion
einer Masse sein muss, deren Dichte in einem beliebigen Vo-
lumelemente dz gleich

1 a9

e (da; +ay dy +dx)
ist. Die Potentialtheorie bietet daher ein willkommenes Mittel
zur Losung aller einschligigen Aufgaben, ein Umstand, der
iibrigens immer eintritt, sobald gewisse Grossen die partiellen
Ableitungen einer Funktion nach den Coordinaten sind (be-
wegte Fliissigkeit, in der ein sogenanntes Geschwindigkeits-
potential existirt etc.).

Trotz der Unbequemlichkeit, welche die Einfithrung einer
willkiirlichen Constanten hat, deren Werth natiirlich auf das
Resultat ohne Einfluss ist, empfiehlt es sich doch, obigen Aus-
druck noch mit einer solchen zu multipliciren, also eine Masse
m fingiren, welche den Raum so erfiillt, dass ihre Dichte im
Volumelemente dz den Werth:

_ b d9Q

&= —(dw +dy +dx)

also mit Riicksicht auf die Gleichungen 32 den Werth:
]

hat, wobei d eine beliebige, fiir alle Korper zu allen Zeiten
constante Zahl ist. Wer will, kann ja immer b =1 gesetzt
denken. Es ist dann ¢ das Potential einer Masse, die den
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Raum mit der Dichte &/b erfiillt; d. h. der Werth von ¢ in
irgend einem Punkte 4 des Raumes (dem Aufpunkte) ist

1 Gfdt

wobei dz ein Volumelement, & der dort herrschende Werth von

b dQ b

e (da; + dy +dx) = —HZHF
und ¢ die Entfernung des Volumelementes vom Aufpunkte ist.
Die Integration ist iiber alle Volumelemente aller elektrisch
wirksamen Kérper, also, wenn man will, iiber den gesammten
unendlichen Raum zu erstrecken, da ohnedies & = 0 ist, wo
sich keine wirksamen Korper befinden. Wir nennen ¢ die
Dichte der freien Elektricitit an der betreffenden Stelle. Fiir
Luft ist D = 1. Setzt man daher, was wir meistens thun
werden, b = 1, so ist fiir dieses wichtige Dielektricum die freie
Elektricitit mit der wahren identisch. Fir andere Dielektrica
dagegen werden wir durch eine besondere Hypothese iiber das
Verhalten derselben (die dielektrische Polarisation) ¢ mit &,
in eine einfache Beziehung zu bringen suchen, wovon im
niichsten Paragraph die Rede sein soll.

Wir kénnen den Begriff der freien Elektricitit gerade so
wie den der wahren auch in dem vollkommen allgemeinen
Falle, dass die Gleichungen 32 nicht gelten, festhalten, indem
wir auch dann noch setzen:

b dP dR
37) b = ( A dx)
und dabei immer ¢ a,ls durch die Gleichung 36 definirt be-

trachten. Wir kénnen dann P, Q, R in zwei Theile zerlegen,
indem wir setzen:

[ d
3¥) P=-921p,0=-9 40, R=-% 4 x.

Da wir P,Q, R als die Componenten der elektrischen Kraft
bezeichnen, so kénnen wir

_de de¢  do

dx’ dy’ ax
als die der elektrostatischen, P,,Q,, R, als die der elektro-
dynamischen bezeichnen; letztere Grossen werden daher die
Bedingung erfiillen:
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dP, dR,

dQ _
39) dx"'d—;"'dx_o'

Diese Zerlegung wird iiberall von Vortheil sein, wo sich die
Bewegung der aphoten einigermaassen nihert, so dass die der
Formel 30 analoge Reihenentwickelung rasch convergirt; fiir
sehr schnelle elektrische Schwingungen, wo diese Reihen-
entwickelung vielleicht sogar divergirt, wird diese Zerlegung
ohne Nutzen sein. D ist natiirlich nicht etwa eine Naturcon-
stante, sondern eine von uns willkiirlich gewihlte Zahl, von
deren Werth die Resultate ganz unabhingig sind.

Es ist aber beziiglich des Integrals der Formel 36 noch
Folgendes zu bemerken. Wir denken uns nach dem Princip der
Continnitidt der Uebergéinge die Trennungsfliche zweier Korper
immer so beschaffen, als ob sie angesehen werden konnte als
eine continuirliche, wenn auch sehr diinne Uebergangsschicht.
Wir miissen daher in dem Integrale der Formel 36 auch
die simmtlichen Volumelemente aller Uebergangsschichten mit
einbegreifen. In diesen Uebergangsschichten wird sich im
Allgemeinen P, Q, R sebhr rasch #ndern konnen. Die Volum-
elemente derselben werden also, obwohl ihre Summe sehr
klein ist, doch einen endlichen Betrag zum Integrale 36 bei-
tragen konnen, und es ist hiufig gut, diesen Betrag gesondert
von dem, welchen das Innere des Korpers liefert, an-
zuschreiben.

Wir bezeichnen mit do ein Oberflichenelement einer
solchen Uebergangsschicht, und legen zun#ichst die Abscissen-
axe senkrecht zu do. Der Uebergangsschicht selbst schreiben
wir eine, wenn auch sehr geringe Dicke J zu, fassen also das
Element do der Uebergangsschicht als einen Cylinder Z von
der Basis do und der Héhe & auf. Die gesammte in diesem
Cylinder enthaltene wahre Elektricitit bezeichnen wir mit %, d o
und nennen E, die Fliachendichte der wahren Elektricitit.

Wir zerlegen 0 noch weiter in unendlich viele, unendlich
kleine Elemente, deren eines dz heissen mag. Der Cylinder
nmit der Basis do und der Hoéhe dz ist dann ein Volum-
element des Cylinders Z. Die im Cylinder von der Hohe dz
und der Basis do enthaltene wahre Elektricitit ist dann
&, dodz. Integriren wir dies iiber den gesammten Cylinder Z,
8o erhalten wir
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- _ ([t@p  dp@ , ¢PR)dzdo
Bodo=[edodz = [0 400 | S0 dzdo,

Behandelt man dieses Integral gerade so, wie die Integrale der
Formel 10a, so ergiebt sich dafir der Werth

(D, P,—D,P)do|4=x,
wobei mit dem Index 1 die Werthe unmittelbar an der
Trennungsschicht, aber auf der der positiven z-Richtung zu-
gewandten Seite, mit dem Index Null aber die Werthe auf
der entgegengesetzten Seite bezeichnet werden. KEs ist also

B, = (D, P, — D, F,).
Hat die z-Axe eine beliebige Richtung, so ist

E, = & (-D1 -Nl - .DOJV;)),
wobei & die in Formel 19 definirte Componente des Vektors
(P, @, R) in der Richtung der Normale n zu do ist. Diese ist
von der Seite, fiir die der Index Null gilt, gegen jene hin
zu ziehen, auf die sich der Index 1 bezieht. Gerade so,
wie bei der wahren, wollen wir auch bei der freien Elektricitit
J ¢dt die gesammte in einem Raume befindliche freie Elek-
tricitit nennen. Auch die Flichendichte der freien Elektricitit
auf dem Flichenelemente do konnen wir ganz analog wie bei
der wahren Elektricitit definiren und finden. Man hat also
allgemein :
Bo= L 0,8 - D, K)= L (0,%% - %%,

40) dn - Tldn
b b [d d
Br= g 4 = M) = (G~ ).

Dabei bezieht sich das letzte Glied jeder Gleichung auf den
Fall, wo die Gleichungen 33 gelten, und es driickt d/dn eine
Differentiation in der Richtung der im eben definirten Sinne
(von Null gegen 1) zu ziehenden Normale aus. Da alle Punkte
des Flichenelementes do vom Aufpunkte nahezu dieselbe Ent-
fernung ¢ haben, so liefert die auf d o befindliche freie Elektri-
citit in das Integrale 36 den Betrag E;do/p. Die Gleichung 16
aber verwandelt sich in

dE
= —LI(SI +'N1)+Lo(’go+ No)’

41) at ) )
—5, (% —5) -5 (52 -s5)



§ 11. Dritter Zug des Bildes. 47

§ist die in Formel 19 definirte Componente des Vektors X, ¥, Z,
also der #usseren elektromotorischen Kraft in der Richtung n.
Wenn in der betreffenden Trennungsfliche zwei Isolatoren an
einander grenzen, und niemals #dussere elektromotorische Krifte
gewirkt haben, so gilt natiirlich in jedem Volumelemente
ihrer sehr kleinen Dicke die Gleichung 16 mit Z = 0. Wenn
daher vor Beginn aller elektrischen Stérungen die wahre Elek-
tricitit gleich Null war, so wird dies auch fiir alle spitere
Zeiten gelten, und man hat

42) D, N, =D,N,; D%%_pir,

Das Integrale der Formel 36 ist nun nicht bloss iiber alle im
Innern der Korper liegenden Volumelemente, sondern auch
dber alle Volumelemente aller Uebergangsschichten zu er-
strecken. Wir wollen, um dies durch ein Zeichen in Er-
innerung zu bringen, einem 8o zu verstehenden Integrale immer
den Index U beifiigen, einem Integrale aber, welches bloss
fiber Volumelemente zu erstrecken ist, die sich im gewdhn-
lichen Sinne im Innern von Kérpern befinden, den Index J.
Dann konnén wir die Formel 36 in der Form schreiben.

1 rs.dz 1 d E.do
== = ]| %" f
43) <P—bv e—b['f?+fe].

§11. Dritter Zug des Bildes. Begriff der dielektrischen
Polarisation.

Der Begriff der freien Elektricitit wiirde wenig Nutzen
bringen, wenn er sich nicht wieder durch eine sehr anschau-
liche Vorstellung mit dem der wahren verkniipfen liesse, welche
also einen neuen Zug unseres Bildes darstellt. Wir denken
us in einem Isolator die neutrale Elektricitit zwar unfihig,
fortzustrémen, aber fahig, sich in den einzelnen Volum-
elementen zu verschieben, was wir die dielektrische Ver-
tchiebung nennen wollen. Den dadurch hervorgerufenen
Zustand der Volumelemente nennen wir deren dielektrische
Polarisation.

 Betrachten wir ein parallelepipedisches Volumelement,
dessen Kanten dz, dy, dz den Coordinatenaxen parallel sind.
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Von den beiden zur Abscissenaxe senkrechten Endflichen des-
selben soll sich in Folge der dielektrischen Verschiebung auf
der der positiven Abscissenaxe zugewandten (rechten) Seiten-
fliche die positive Elektricitatsmenge
2-0. paydsz,

auf der der negativen Abscissenrichtung zugewandten die
gleiche negative Elektricitiitsmenge ansammeln. Nach der uni-
tarischen Anschauung wiirde sich nur auf der rechten End-
fliche diese Elektricititsmenge ansammeln, wihrend auf der
vis & vis liegenden ein gleich grosser Mangel entstiinde.

Nach Analogie mit dem magnetischen Momente nennt
man die Grosse

44) tdzdydz =2 "2 Pdzdyd:

das dielektrische Moment des Volumelementes dzdydz in der
Abscissenrichtung, ¢ aber das dielektrische Moment der Volum-
einheit in der Abscissenrichtung.

Dasselbe gilt von der y- und z-Richtung. Die Verschie-
bungen in den benachbarten Volumelementen werden gefunden,
indem man in obigen Ausdriicken z 4 dz, resp. y + dy,
z+ dz statt z,y,z setzt. Daraus findet man in bekannter
Weise, dass die dielektrische Verschiebung der neutralen
Elektricitat zur Folge hat, dass im Volumelemente dzdydz
der Ueberschuss

vdrdydx [de + dQ n @] _dzdydx [d(DP)
4n dx ~ dy ax 4n dx

45)
a(D d(D
+429 ——(df)] =gdzdydz

. positiver iiber negative Elektricitiit entsteht. Wir nennen diesen
Ueberschuss die durch die dielektrische Polarisation im Isolator
auftretende oder in das Volumelement hineingeschobene Elektrici-
tat, e, ibre Dichte.

In unserem Bilde miissen wir nun annehmen, dass die
gesammte Elektricitit in die Ferne wirkt. Da von der nicht
verschobenen neutralen Elektricitit immer gleich viel positive
wie negative vorhanden ist, so ist unter der gesammten Elek-
tricitdt die Summe der wahren und der durch dielektrische



§ 11. Dritter Zug des Bildes. 49

Polarisation auftretenden zu verstehen, welche Summe wir die
freie Elektricitit nennen. Ihre Dichte ist also & = &, + &,
wofiir wir nach Substitution der Werthe 45 und 15 wieder den
Werth 37 finden, so dass also der neue Zug unseres Bildes
exakt die Beziehung zwischen der wahren und freien Elek-
tricitat darstellt. Unter ¢ ist daher lediglich das Potential
der durch b dividirten freien Elektricitat zu verstehen.

Die durch dielektrische Polarisation auftretende Elek-

tricitit macht eine gleiche, entgegengesetzt bezeichnete Menge
der wahren Elektricitit unwirksam. Nennt man diese unwirk-
sam gewordene die gebundene Elektricitit, so ist ihre Dichte
&g = — &
! In unserem Bilde werden wir weiters annehmen, dass die
geschilderten dielektrischen Verschiebungen ebenfalls durch die
auf die neutrale Elektricitdit wirkenden Krifte P, @, R erzeugt
werden. Betrachten wir zuerst den Fall, dass keine #usseren
elektromotorischen Krifte wirken, dann wirkt nach Formel 22
die Kraft P auf die Mengeneinheit der positiven neutralen Elek-
tricitdt in der positiven Abscissenrichtung. Wir miissen also
in unserem Bilde annehmen, dass

46) 1=2"2P_ P

ist; also dass das dielektrische Moment der Volumeinheit pro-
portional und gleichgerichtet mit der auf die Elektricitits-
einheit wirkenden Kraft ist. Wir haben den Proportionalitits-
faktor &,z genannt, weil v. Helmholtz') denselben mit & be-
wichnet. Stefan?) nennt diesen Proportionalititsfaktor die
Elektrisirungsconstante und bezeichnet ihn mit A.

Wir kénnen daher den neuen Zug unseres Bildes dahin
vervollstéindigen, dass wir annehmen, dass diese dielektrische
Verschiebung eine der sie erzeugenden Kraft P gleiche, aber
entgegengesetzt gerichtete Molekularkraft weckt, welche dieser
das Gleichgewicht hilt. Die dielektrische Verschiebung schreitet
daher immer so weit vor, bis jene Molekularkraft gleich der
elektrischen Kraft geworden ist.

1) Gesamm. Abh. Bd. 1, S. 616.
) Wien. Ber. Bd. 70, S. 634, 1874.
Boltzmann, Vorlesungen, II. 4
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Die nach unserem Bilde zur Dielektrisirung erforderliche
Arbeit finden wir wie folgt.

Wiichst £ um dy, so kann man sich die Sache so denken,
als ob die Elektricitaitsmenge + drxdydz von der einen End-
fiiche auf die andere des Parallelepipeds verschoben wiirde,
und dadurch auf der anderen die Elektricititsmenge — dydydz
frei wiirde. Die erstere Elektricititsmenge wird also um die
Strecke dx verschoben. Auf sie wirkt die elektrische Kraft
Pdydydz; die Arbeit dieser Kraft ist daher

Pdydzdydz = -sl—dzdydzgdg.
vH

Genau gleich ist die Arbeit der Molekularkraft, welche der
elektrischen immer das Gleichgewicht hilt. Die gesammte
molekulare Arbeit also, welche behufs Erzeugung der dielek-
trischen Polarisation r in der Volumeinheit iiberwunden werden
muss, ist in unserem Bilde:

2 BI) " P’
47) 2§w= S Pl ——(D - 1)
Es ist aber wohl zu bemerken, dass alle diese Vorstellungen
blosse Veranschaulichungen der Resultate sind, die vollstindig
in den in der ersten Vorlesung abgeleiteten Grundanschau-
ungen und Grundgleichungen enthalten sind und sich daraus
mit Nothwendigkeit ergeben. Sie sind also keineswegs neue
Annahmen, sondern bloss neue Bilder, durch welche wir uns
verschiedene Consequenzen der in der ersten Vorlesung ge-
wonnenen Grundgleichungen versinnlichen.

Es sei hier noch zweierlei bemerkt. Dielektrische Polari-
sation wurde allerdings in Metallen noch nicht constatirt. Wenn
man daher dem D in allen Metallen denselben Werth ertheilte
und dann b gleich diesem Werthe setzte, so dass in Metallen
keine dielektrische Verschiebung der neutralen Elektricitit auf-
triate, so wirde man in keinen Widerspruch mit der Erfahrung
gerathen. Allein, selbst im Wasser wurde bereits dielektrische
Polarisation nachgewiesen, und wenn man auch die Elektricitats-
leitung des Wassers, da sie elektrolytischer Natur ist, nicht gel-
. ten lassen wollte, so wire es doch schwer, allen dielektrisch
polarisirbaren Korpern jede metallische Leitungsfahigkeit abzu-
sprechen, schon weil dadurch der continuirliche Uebergang von
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den Nichtleitern zu den Metallen immer nur durch ein und
dasselbe nichtleitende und nicht dielektrisirbare Medium statt-
finden miisste. Jedenfalls wiirde darin eine nicht gerechtfertigte
Specialisirung der Maxwell’schen Theorie liegen, welche jeden
Augenblick durch das Experiment widerlegt werden konnte.

Man wird also besser thun, sich auch die Metalle der
dielektrischen Polarisation fihig zu denken. Es kann dies in
zweifacher Weise geschehen. Wir denken uns erstens in den-
selben nur einerlei neutrale Elektricitit und nehmen an, dass
jedes Theilchen derselben genau die Summe derjenigen Ver-
schiebungen macht, welche es in Folge der Leitung fiir sich
allein und in Folge der dielektrischen Polarisation fiir sich
allein erfahren wiirde. Wir konnen aber auch zweitens in den
Leitern zwei Gattungen neutraler Elektricitit annehmen, wovon
die erste (Stromungselektricitit) durch ihr Fortstrémen die Er-
scheinungen der Elektricititsleitung vermittelt und sich also
ganz so verhdlt, wie wir es in der dritten Vorlesung fiir die
neutrale Elektricitit in Leitern gefunden haben, wogegen die
zweite (die Verschiebungselektricitit) sich ganz so wie die neu-
trale Elektricitit in einem nicht leitenden Dielektricum verhilt.
Da jede Gattung neutraler Elektricitit urspriinglich ein Gemisch
von gleich viel positiver und negativer Elektricitit ist, so wird
sich keine derselben sonst noch irgendwie bemerkbar machen.
Wiewohl die zweite Ansicht complicirter als die erste ist, so
wollen wir sie doch ihrer grosseren Klarheit wegen adoptiren,
da es sich ja ohnedies nicht um etwas Reales, sondern bloss
um moglichst klare Bilder zur Versinnlichung der Consequenzen
der Grundgleichungen der ersten Vorlesung handelt. Wir er-
reichen dadurch noch einen Vortheil.

Wir konnen némlich im Falle der Wirksamkeit Zusserer
elektromotorischer Krifte annehmen, dass diese bloss auf die erste
Gattung der neutralen Elektricitat, nicht auch auf die zweite
virken, so dass fiir die dielektrische Polarisation auch bei Wirk-
samkeit dusserer elektromotorischer Krifte noch die Formeln 46
und 47 gelten, nicht aber ¢ = ¢,z (P + X) ist. Die allerdings
natiirlichere Annahme, dass die #usseren elektromotorischen
Krifte auch auf die zweite Gattung der neutralen Elektricitit
wirken, wiirde in keinem durch die Erfahrung controllirbaren
Resultate von der entgegengesetzten abweichen, da ja weder

4*
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die scheinbare Fernwirkung der Stellen, wo hydro- oder thermo-
elektromotorische Kriifte ihren Sitz haben, noch auch die von
Glasstangen im Momente, wo sie gerieben werden, bisher
beobachtet wurde. Moglich, dass die Maxwell’sche Theorie
einer betreffenden Erginzung bedarf. Doch hier wollen wir
an der letzteren und an der Form, in der wir die Krifte X,
Y, Z einfiihrten, festhalten und das Bild immer so construiren,
dass es die Gleichungen der ersten Vorlesung genau wieder-
giebt, indem wir annehmen, dass die #Zusseren elektromoto-
rischen Kriifte auf die zweite Gattung der neutralen Elek-
tricitat nicht wirken. Von den hydroelektromotorischen Kriiften
konnte man z. B. voraussetzen, dass sie ihren Ursprung darin
haben, dass durch chemische Wanderung der ponderablen
Atome die neutrale Elektricitit erster Gattung dislocirt wird,
ohne dass dadurch die dielektrische Polarisation irgendwie be-
einflusst wird.

Wir werden iibrigens auf diesen Gegenstand noch einmal
(§ 27 Gleich. 95) zuriickkommen und dort auch eine Substitution
fir X, ¥, Z kennen lernen, welche bewirkt, dass die Zusseren
Krifte gleichmissig zu

D 4P g 42l p
v dt »

hinzutreten.

Von grosser Wichtigkeit ist noch folgende Bemerkung. -
Gemiss den Gleichungen 22 sind in Abwesenheit #usserer
elektromotorischer Krifte die Componenten der Krifte, welche
in unserem Bilde auf die Mengeneinheit der neutralen Elek-
tricitét wirken, gleich P, @, B. Sind die Gleichungen 33 er-
filllt, so ist ¢ deren Potentialfunktion, und da ¢ nach der
Gleichung 36 als das Potential einer Masse von der Dichte
e[ b aufgefasst werden kann, so ist diese Kraft dieselbe, als
ob jede Menge ¢, freier Elektricitit auf jede in der Entfer-
nung ¢ befindliche Menge e, der neutralen Elektricitit mit
der Kraft
48) 8,-8”

b o?

wirkte.
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Sechste Vorlesung.

§ 12. Elektrostatik.

Den Nutzen der Einfithrung des Begriffes der freien
Elektricitit tritt in ein helleres Licht durch Betrachtung spe-
cieller Beispiele.

‘Wir nehmen nun zunéchst an, dass frither beliebige dussere
elektromotorische Krifte gewirkt haben, dass deren Wirksam-
keit aber zu einer gewissen Zeit aufgehort hat, und betrachten
den Zustand, welcher lange Zeit nach dem Aufhéren der Ausseren
elektromotorischen Krifte zuriickgeblieben ist. Da der Zustand
jedenfalls aphot geworden ist, so gelten die Gleichungen 33.

Wir wissen, dass nach Formel 8 in der Zeit- und Vo-
lumeinheit die Energie L (P? 4 @2 + R?) in Wéirme umge-
setzt wird. Dieser Umsatz kann nicht ins Unendliche dauern,
da sonst unendlich viel Energie vorhanden sein miisste; er
muss also nach einiger Zeit aufhdren und dann muss iiberall,
wo L nicht gleich Null ist, P=@ = R = 0, also ¢ constant
sein. In den Korpern aber, wo Z = 0 ist (den Isolatoren), ist
iberhaupt die wahre und neutrale Elektricitat festgenagelt,
daher kann ¢ nur Funktion der Coordinaten, nicht der Zeit sein.

Wollte man dies fiir Isolatoren nochmals aus den Gleichungen
beweisen, so wiirde man sich leicht iiberzeugen, dass nach einem
bekannten Satze der Potentialtheorie, wenn in den Isolatoren die
mit der Zeit unverinderliche Volum- und Flichendichte der
wahren Elektricitit, auf jedem verbundenen Leitersystem aber
der Gesammtbetrag der Elektricitit gegeben ist, ¢ durch die
Gleichungen 15a und 40, ferner die Bedingung seiner Constanz
in allen Leitern und seines Verschwindens im Unendlichen ein-
dentig, unabhiingig von der Zeit bestimmt ist. Aeussere elektro-
motorische Kréfte fehlen jetzt noch.

Wie schon bemerkt, wurden unsere Gleichungen durch
gewisgse Vernachldssigungen gewonnen. Wir haben dadurch
den Vortheil erreicht, dass wir auch begreifen, warum sie noch
“angenshert gelten, sobald beliebige Verinderungen vorgenom-
men werden, wenn nur die Aenderungsgeschwindigkeit klein
gegen die Lichtgeschwindigkeit ist. Naturgemiss kann aber
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die Erlaubtheit derartiger Vernachlissigungen nicht mit voller
mathematischer Strenge bewiesen werden. Es sei daher erin-
nert, dass, wie man sofort sieht, die completen Gleichungen
C und D der zweiten Vorlesung, wenn X =Y =27= 0 ist,
ohne Vernachldssigung erfiillt sind, sobald
d d d
p__d2, q__do, p__dv

gesetzt wird, und ¢ eine die Zeit nicht enthaltende, im Un-
endlichen und in allen Leitern constante, sonst aber beliebige
Funktion von z,y,z ist. «,8,y konnen dabei entweder gleich
Null oder gleich den Ableitungen einer anderen ebenfalls be-
liebigen von der Zeit unabhingigen Funktion der Coordinaten
nach diesen sein.

Man kann also ganz im Sinne der schon einmal be-
sprochenen Kirchhoff’schen Methode zunichst zeigen, dass
diese Festsetzungen partikulire Integrale der allgemeinen
Gleichungen sind und dann erst deren physikalische Bedeutung
interpretiren. Wird ¢ als urspriinglich gegeben betrachtet,
80 bestimmt sich einfach die Dichte der wahren und freien
Elektricitdt an jeder Stelle des Raumes und an jedem Ober-
flichenelemente der Trennungsfliche zweier Korper nach den
Gleichungen 15a, 35 und 40.

In der Praxis ist die Aufgabe gewohnlich umgekehrt ge-
stellt. Es ist die urspriinglich vorhandene wahre Elektricitit
gegeben; dann handelt es sich darum, ¢ so zu wihlen, dass
in Isolatoren

— L[&(pi2) + £ (nd2) + £ (22)]

gleich der gegebenen Dichte der wahren Elektricitit, resp.,
wo solche nicht vorhanden war, gleich Null ist, dass ferner
an der Trennungsfliche zweier Isolatoren

1 d d

4n (D Od—? -, d?:)
gleich der dort gegebenen Oberflichendichte der wahren Elek-
tricitit (resp. wieder gleich Null), dass endlich fiir jeden Leiter
das itber seine ganze Oberfliche erstreckte Integrale

do do
fi:”iz;
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gleich der gegebenen, auf diesem Leiter sitzenden wahren
Elektricititsmenge ist. Nach dem citirten Lehrsatze der Po-
tentialtheorie ist dieses Problem stets eindeutig l6sbar.

Wir denken uns nun zundichst einen einzigen Nichtleiter,
in welchem D einen constanten Werth hat, gegeben. In dessen
Innerem kann an beliebigen Stellen wahre Elektricitit mit
der Dichte

Ep = — i a4 @
angehiuft sein. Ausserdem konnen sich darin beliebige, eben-
falls mit wahrer Elektricitat geladene Leiter befinden. Wir
betrachten die Zeit, wo ¢ im Innern derselben constant ge-
worden ist. Ist dann do ein Oberflichenelement eines Leiters,

so ist

_ D deo
Bodo=— 1 an

nach Formel 40 die daselbst angehiufte wahre Elektricitit,
wobei D und dg/dn die Werthe dieser Grossen unmittelbar
an der Oberfliche, aber schon ausserhalb des Leiters (im Iso-
lator) bedeuten. Auch die Normale n ist vom Leiter gegen
den Isolator hin zu ziehen. FEbenso findet man die Ober-
flichendichte der freien Elektricitit
=0 do

Er=—4ndn
und fir die Volumdichte der freien Elektricitdt im Innern
des Isolators

: )

&= — T; a4 ¢ .
Es ist also

49) s,=%sw, E,=—%E’w.

Wir wollen nun die ponderomotorischen Krifte aufsuchen,
welche in diesem Falle wirksam sind. Natiirlich miissen wir
dieselben zundchst aus unserer mechanischen Grundannahme
der ersten Vorlesung ableiten. Setzen wir die Werthe 33, 15a,
86 und 37 in die Formel A fiir die Energie des Mediums ein,
integriren das erste Glied partiell nach z, das zweite partiell
nach y und das dritte partiell nach z und bedenken, dass wir
nach dem Princip der Continuitit der Ueberginge die Tren-
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nungsflichen nicht gesondert zu betrachten brauchen, sowie,
dass im Unendlichen die Ableitungen von ¢ verschwinden,
so folgt

7= e el 55+ 2] = e

178
| 1 ew&",dtdt'
__2—b f.
uvuo

Diese Formeln gelten auch, wenn D variabel ist. d7’
bezeichnet ein anderes Volumelement, ¢, und ¢, die Dichten
der wahren und freien Elektricitit daselbst. Ist 2D constant,
80 hat man nach der Gleichung 49

1 8,8 ,dtd?
51) T=~2_17ff__e__,
. ouo

Der Index U an den Integralzeichen bedeutet wiederum,
dass in die Integration auch die auf Flichen sitzenden Elek-
tricitditsmengen einzubeziehen sind.

Wir wollen nun alle Elektricititsmengen in zwei Gruppen
theilen. Den Volumelementen, in denen Elektricititsmengen
der ersten Gruppe sitzen, sowie den daselbst herrschenden
Dichten, fiigen wir den Index 1, denen der zweiten Gruppe
den Index 2 bei, wihrend wir den Index w weglassen, da wir
immer nur von wahrer Elektricitdt sprechen. Dann wird

1 dr, dv', 8 &, +_l_ dtydv'y 8y 8
2 ¢ 2 ¢
ouUu vuo
+ffdtldt,a,e,].
¢
guo

Den ersten Addenden rechts nennen wir das Potential der
Elektricititen der ersten Gruppe auf sich selbst, den zweiten
Addenden das Selbstpotential der Elektricititen der zweiten
Gruppe, den dritten dagegen bezeichnen wir mit 7}, und nennen
ihn das Potential der Elektricititen der ersten Gruppe auf die
der zweiten. Es soll nun die Lage der Elektricititen der ersten
Gruppe vollkommen fix bleiben, ebenso soll die relative Lage

50)

1
T=T

52)
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der Elektricititen der zweiten Gruppe gegeneinander unver-
andert bleiben. Nur die relative Lage der Elektricititen der
zweiten Gruppe gegen die der ersten soll sich #ndern. Dann
dndert sich in Formel 52 rechts nur der dritte Addend, und
da wir annahmen, dass ausser der in Joule’sche Warme ver-
wandelten Arbeit sonst keine Arbeit verloren geht, so muss
ein Betrag, welcher gleich der Abnahme dieses Addenden ist,
als sichtbare lebendige Kraft oder sichtbare Arbeit pondero-
motorischer Krifte zum Vorschein kommen. Es muss also

53) _32;2_=_1173ffs,s,d?t,dt,
o

die Arbeit der scheinbaren Fernwirkungskrifte sein. Genau
dieselbe Arbeit bekommen wir in unserem Bilde, wenn wir
annehmen, dass alle in unserem Medium wirkenden elektrischen
Krifte dasselbe Gesammtresultat ergeben, als ob jede in un-
serem Medium befindliche wahre Elektricitiit e,, auf jede andere
¢, die Abstossung

54)

susiiben wiirde.

Nun sind aber nicht bloss die wahren, sondern auch die
durch dielektrische Polarisation entstandenen Elektricititen
vorhanden, und wir miissen consequent annehmen, dass auf
jede gegebene wahre Elektricitit e, alle fibrige wirkt, deren
Sunme die gesammte freie Elektricitit ist. Um also mit
Maxwell’s Theorie in Uebereinstimmung zu bleiben, miissen
wir annehmen, dass die Gesammtwirkung auf e, das Resultat
der Wirkung aller freien Elektricitat auf e, ist, dass also jede
freie Elektricitatsmenge ¢, auf e, die Abstossung

em w

Dg?

bo?
ausiibt. Da aber die freie Elektricitat nichts anderes als die
Summe aller iiberhaupt vorhandenen Elektricitit ist, so haben
wir einfach anzunehmen, dass jede iiberhaupt vorhandene
Elektricitit auf jede andere nach diesem Gesetze wirkt.

Der Vergleich dieser Formel mit Formel 48 zeigt, dass
wir in unserem Bilde die ponderomotorischen Krifte erkliren

.

55)
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konnen, indem wir einfach annehmen, dass die freie Elektricitiit
nicht bloss auf die neutrale, sondern nach dem gleichen Ge-
setze auch auf die wahre Elektricitit wirkt. Wir denken uns
nun zundchst den realen Standardkérper, z. B. Luft, fiir wel-
chen D =1 ist. Daselbst ist die zur Beobachting gelangende
Abstossung zweier wahrer Elektricititsmengen e, und ¢, ist
nach Formel 54

ewe'w

e
Wir kénnen also das elektrostatische Maass auch als dasjenige
definiren, wonach im Standardkorper zwei Elektricititsmengen
Eins in der Distanz Eins die Kraft Eins auf einander aus-
tiben. P, @, R sind die Componenten der Kraft (Feldstirke),
die auf die Elektricititsmenge Eins wirkt. Thre Dimensionen
sind nach Formel 14

m¥l~id,
1 |dDP a(D aD
E=H[ (da; ) + (dyo) + (de)]

Da

ist, so sind seine Dimensionen
(6] = m¥ i~

Die einer elektrostatisch gemessenen Elektricitdtsmenge sind
[e] B = m¥1hs—2,

Hat in irgend einem anderen Isolator 2 einen beliebigen
Werth, den wir ohne Index schreiben, so ist daselbst die
der Beobachtung sich bietende Anziehung der zwei wahren
Elektricititsmengen e, und ¢, nach Formel 54 gleich

also gleich der im realen Standarddielektricum stattfindenden,
dividirt durch D, also durch die Dielektricititsconstante des
zweiten Dielektricums relativ gegen das erste.

Im neuen Medium wiirden die beiden Elektricitdtsmengen,
welche im realen Standarddielektricum elektrostatisch gemessen
gleich YD wiren, die Abstossung Eins auf einander ausiiben.
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Das wire also die im neuen Dielektricum elektrostatisch ge-
messene Elektricititseinheit. Bezeichnet man die Zahl, welche
dieselbe Elektricititsmenge im alten, resp. neuen Standard-
medium elektrostatisch gemessen ausdriickt, mit ¢, resp. &, so
ist also

56) &= §&, V..D.

und man erhilt alle Gleichungen, die fiir das elektrostatische
Maass im neuen Standardmedium gelten, indem man in den
Formeln zu Schluss des § 7, deren Nummern den Index 2
tragen, setzt & = JD.

§ 138. Annahme, dass b klein gegen Eins ist.
Bemerkung iiber dielektrische Fernwirkung.

Am einfachsten wird unser Bild, wenn wir im realen
Standardkorper (Luft) b = 1 setzen, also keine dielektrische
Polarisation annehmen. In anderen Kérpern ist dann die
dielektrische Polarisation gerade so, dass sie deren abweichen-
des Verhalten gegeniber dem Standardkérper erklart. Im
Standardkorper ist dann auch die Grisse ¢,z der Gleichung
46 gleich Null. Die Dielektricititsconstante eines anderen
Korpers hat nach Gleichung 46 den Werth D =1 + 4me,p.

Es kann dann auch sein, dass in gewissen Korpern, etwa
im Wasserstoff oder im leeren Raume D < 1, &,z negativ, also
die dielektrische Polarisation die entgegengesetzte wire, wie
man sich h#ufig die diamagnetische Polarisation vorstellt.
Theils um dies zu vermeiden, hauptsichlich aber aus anderen,
spiter zu besprechenden Griinden hat Herr v. Helmholtz
auch die Moglichkeit ins Auge gefasst, dem b einen Werth b,
zu ertheilen, der klein gegen Eins ist. Wir wollen uns dann
ein, wenn auch nicht existirendes, Dielektricum fingiren, in
welchem D = b; ist, und dasselbe das ideale Standardmedium
nennen. :

Natiirlich wiirde dieselbe wahre Elektricititsmenge, di
im realen Standardmedium in elektrostatischem Maass gemessen
gleich Eins ist, im idealen, wo die dielektrische Polarisation
fehlt, auf eine gleiche in der Distanz Eins befindliche nach
Formel 55 nicht die abstossende Kraft Eins, sondern 1/b;
austiben. Wir konnen aber nach Gleichung 56 setzen
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8w
._V_b_; ,

was wir die Dichte der wahren Elektricitit, nach dem fiir das
ideale Standardmedium geltenden elektrostatischen Maasse ge-
messen, nennen. Alle Gleichungen wiren sofort in dieses fiir
das ideale Standardmedium geltende elektrostatische Maass
transponirt, wenn wir in den mit dem Index % versehenen
Gleichungen am Schlusse des § 7 setzen i = Jb;. Es wire
jetzt im idealen Medium & = ¢,, & = 0, im realen Standard-
medium dagegen & = b;&,, also bereits sehr klein gegen ¢,
& nahe gleich — &,.

1/b; konnte man als die Dielektricititsconstante des
realen Standardmediums, bezogen auf das ideale, bezeichnen.
Es ist dies derjenige Fall, wo die v. Helmholtz’sche Theorie
wieder mit der Maxwell’schen identisch wird. Die letzte
Formel v. Helmholtz’s (Wiss. Abh. I. pag. 627) gibt in der
That fir jedes endliche 2 in dem Grenzfall, wo sie sich Max-
well’s Theorie néhert (g, = oo) die Fortpflanzungsgeschwindig-
keit der longitudinalen Wellen unendlich gross.

Es ist noch ein wichtiger Umstand zu erwidhnen. Setzen
wir nun im realen Standardkérper, wo D =1 ist, auch p =1,
so giebt es daselbst keine dielektrische Polarisation; es muss
also die gesammte elektrostatische Energie gleich dem Poten-
tiale der fingirten Fernwirkungskrifte sein, welche die wahren
Elektricititen auf einander ausiiben. Da die zwei wahren Elek-
tricititsmengen e, und ¢, die durch die Formel 54 definirte
Fernwirkung auszuiiben scheinen, so ist das Potential aller
wahren Elektricitit, wenn wir sie in dem fiir den Standard-
korper geltenden elektrostatischen Maasse messen:

lff s,8,d1d7
2JJ e

was in der That nach Formel 49 und 50 gleich f 7T'dr ist.
Wenn die Entfernung zweier Elektricititsmengen, die sich
abstossen, wirklich zunimmt, und dadurch entweder sichtbare
Arbeit geleistet wird, oder lebendige Kraft sichtbarer Be-
wegung entsteht, so wird nach Maxwell’s Theorie Energie
des Mediums in sichtbare Energie umgesetzt. Nach unserem

i
Ew
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Bilde dagegen nimmt das Selbstpotential aller vorhandenen
Elektricititen, die, weil wir b =1 haben, nur wahre sein
kénnen, genau um ebensoviel ab, als die sichtbare lebendige
Kraft zunimmt.

Ertheilen wir aber im realen Standardkérper, wo D =1 ist,
dem b einen anderen Werth, so ist der Unterschied zwischen
wahrer und freier Elektricitit za machen. Das Selbstpotentiale
aller vorhandenen Elektricititen ist nichts anderes, als das der
freien Elektricititen auf einander, da die freie Elektricitit der
Inbegriff der wahren und der durch dielektrische Polarisation
entstandenen ist.

Zu den Ursachen, warum wir uns fiir die dualistische An-
schauung entschieden haben, gehdért der Umstand, dass dies
nach derselben unmittelbar klar ist, da ja dann die unver-
schobene neutrale Elektricitit schon dadurch ausgeschlossen
ist, dass davon in jedem Punkte gleich viel positive und nega-
tive vorhanden ist, wihrend man nach der unitarischen An-
schauung die Wirkung der ponderablen Materie zu Hilfe
nehmen miisste. Das Selbstpotentiale der freien Elektricitit
aber ist unter Beibehaltung desselben Maasssystemes (vergl.
Gleichung 49):

—;—ffaf:f d‘td‘t’:—;—fq)swd‘t;

dies ist, da @ und ¢, nicht von der Wahl des b abhingen,
gleich der b-fachen elektrostatischen Energie S Tdz. Wird
von dieser eine gewisse Menge K in sichtbare lebendige Kraft
verwandelt, so nimmt das Selbstpotential aller Elektricitit
bloss um K.p ab. Die noch fehlende Arbeit (1 — %) K wird
durch die Krifte molekularer Natur geleistet, welche sich der
dielektrischen Polarisation im Isolator entgegenstellen, da sich
JSdr(x®+ 9? + 3% bei positivem K vermindert. In der That
ist die Arbeit dieser Molekularkrifte nach Formel 47, wenn
man vom vollkommen unelektrischen Zustande ausgeht,
gleich

Sl a4 @ 4 Y= (1 — 1) [T

Diese noch fehlende Energie war also, wie nach der Max-
well’ schen Theorie, schon vordem als Energie im Isolator vor-
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handen. Ist b sehr klein gegen die Einheit, so nihert man
sich dem Falle, dass alle sichtbar auftretende Energie dem
Isolator entnommen wird.

Eine weitere Bemerkung ist die folgende. Wenn b ver-
schwindend klein ist, so verschwindet die freie Elektricitit,
deren Dichte

b a9
4 (dz + iy dy + dx)
ist, und die wahre ist nahe gleich der durch dielektrische Po-

larisation erzeugten. Wenn wir mit Riicksicht hieranf die
Gleichung 16 in der Form schreiben:

dt d [d(DP)+d(D Q)+d(DR)]

T 4ndtl dzx dx
_ dL(P+X) , dL(Q+ Y) , dL(R + Z)
—d’[ dz T dy T ax ]’

so liefert also ihre linke Seite nach Formel 45 die Vermeh-
rung der Elektricitit im Volumelemente dz durch Aenderung
der dielektrischen Polarisation, die rechte die durch Leitung
aus diesem Volumelemente weggefiihrte Elektricitit. Thre
Summe ist gleich Null.

Es wird also aus jedem Volumelemente genau soviel
Elektricitit durch Leitung weggefithrt, als durch dielektrische
Polarisation daselbst hingeschoben wird.

Die wahre Elektricitit kommt also nur dadurch zu Stande,
dass an gewisse Stellen durch Leitung neutrale Elektricitat
erster Gattung, welche wir Stromungselektricitit nannten, hin-
gefihrt wird. Daselbst muss dann durch dielektrische Ver-
schiebung ein gleiches Quantum von neutraler Elektricitit
zweiter Gattung (Verschiebungselektricitiit) entfernt werden.
Selbstverstindlich muss dafiir an anderen Stellen ein gleiches
Quantum neutraler Strémungselektricitit durch Leitung weg-
gefithrt werden, und an seine Stelle ein wieder gleiches Quantum
neutraler Verschiebungselektricitiit durch dielektrische Polari-
sation treten.

Wenn wir also  klein annehmen, so verhalten sich die
Stromungs- und Verschiebungselektricitit wie zwei incompres-
sible, sich gegenseitig verdringende Fliissigkeiten, was besonders
Poincaré ausfithrlich bespricht. Doch wiirde man Maxwell
natiirlich missverstehen, wenn man ihm den Glauben an der



§ 18. Annahme, dass b klein gegen Eins ist. 63

Realitat dieser beiden Fliissigkeiten imputirte; derselbe steht
ihm ebenso ferne, wie der Glaube, dass die Kraftlinien reale
Zwirnfaden seien. In seiner ersten Theorie verwendet Max-
well auch ein ganz anderes Bild, das Gordon spiiter weiter
entwickelte. Letzterer stellte die wahre Elektricitit durch das
Zusammenriicken von Kugeln dar, die sich auf einer unaus-
dehnsamen Schnur verschieben.

Es darf iibrigens nicht verschwiegen werden, dass man
im Bilde b nicht exakt gleich Null setzen darf, weil man sonst
gar keine freie Elektricitit bekime.

Wir werden spiter sehen, dass gerade in diesem Falle,
wo b klein gegen 1 ist, das Bild auch fiir die Hertz schen
Schwingungen noch mit den Consequenzen der Gleichungen,
welche wir in der ersten Vorlesung entwickelten, ibereinstimmt,
was fiir andere Werthe von b nicht der Fall ist. Eine genaue
quantitative Messung dieser Erscheinungen wiirde also fiir den-
jenigen, der sich mnicht von vornherein auf den Standpunkt
der Maxwell’schen Theorie stellt, ein Mittel geben, den Werth
von b zu messen, resp. experimentell zu beweisen, dass er
sehr klein angenommen werden muss, um auch die Erschei-
nungen der Elektrodynamik richtig wiederzugeben. Ein ge-
wisser Beweis hierfiir liegt tibrigens schon in der Uebereinstim-
mung der elektrostatisch und der aus elektrischen Wellen
gemessenen Dielektricititsconstante. (Vgl. hieriiber § 28.)

Wir betrachteten bisher nur immer die Erscheinungen in
einem einzigen bestimmten Dielektricum. Sind mehrere Dielek-
trica mit verschiedenen Dielektricitéitsconstanten gleichzeitig
vorhanden, oder variirt D von Punkt zu Punkt, so kommen
zu den im Vorhergehenden beobachteten Kriften auch noch
die bisher wenig studirten Krifte hinzu, welche ich einmal
dielektrische Fernwirkungskrifte genannt habe. Sie #Hussern
sich, wie Maxwell (allerdings von den entsprechenden magne-
tischen™ Kriiften) gezeigt hat, dadurch, dass die Korper von
grosserer Dielektricititsconstante nach Stellen grosserer Feld-
stirken getrieben werden. In unserem Bilde sind es die
Krifte, welche von der freien Elektricitit auf die durch dielek-
trische Polarisation auftretende ausgeiibt werden.

Wir nahmen bisher mit Herrn v. Helmholtz an, dass
die Kraft, welche auf einen Koérper wirkt, gleich ist derjenigen,
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welche auf die im Kérper selbst vorhandene wahre Elektricitat
ausgeiibt wird, unbeeinflusst durch die dielektrische Polari-
sation des umgebenden Mediums, was dieser mit folgenden
Worten motivirt!):

,Fir die Verschiebungen von Z im Raume §, soweit ¢
constant ist, bildet diese neutralisirende Elektricitit kein Hin-
derniss, weil sie iiberall mitfolgen kann. Die Anziehungskrifte
also, welche von anderweitig vorhandenen elektrischen Massen
auf F ausgeiibt werden, miissen ebenso gross sein, als wenn
die £ theilweise neutralisirende Elektricitit gar nicht vor-
handen wire.*

Es konnte jedoch die Wirkung auf jene neutralisirende
Elektricitit im umgebenden Medium Druckkrifte erzeugen,
welche nach dem archimedischen Principe indirekt bewegend
auf den Korper wirkten, wie ja in der That ein dielektrisch
polarisirter Korper in einer ebenso polarisirten Fliissigkeit
einen Auftrieb erfihrt. Aus dem Princip der Erbaltung der
lebendigen Kraft folgt freilich, dass dieselben auf das bisher
Vorgetragene ohne Einfluss sind; dagegen kommen sie bei der
dielektrischen Fernwirkung sicher in Frage. Ein vollkommen
klarer Einblick in diese Erscheinungen kann erst bei Be-
trachtung der Erscheinungen der sogenannten Elektrostriktion
gewonnen werden, die wir fiir eine viel spitere Zeit aufsparen.
Da aber auch die Druckkrifte der Elektrostriktion bisher nicht
direkt aus den mechanischen Eigenschaften der Medien, son-
dern nur aus dem Principe der Erhaltung der lebendigen
Kraft abgeleitet werden konnten, so ist dieses Princip auch
hier die eigentliche Quelle aller unserer Schlussfolgerungen.

Wire der Korper, in dem sich die beiden Elektricititsmengen
befinden, ein fester, so konnten bewegende Krifte nur beob-
achtet werden, wenn man um diejenige Elektricititsmenge, auf
welche gewirkt wird, ein kleines Loch in den Kérper macht;
sobald dann dieses Loch mit einer tropfbaren oder gasformigen
Fliissigkeit gefiillt wird, ist deren Dielektricititsconstante nur
dann ohne Einfluss, wenn das Loch die Gestalt eines Cylinders
hat, dessen Ausdehnung in der Richtung der Kraft gross gegen-
iiber seinen Querdimensionen ist. (Beziiglich des Beweises vergl.

) v. Helmholtz, Gesamm. Abh. Bd. I, S. 614.
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§ 19.) Dann ist also die Kraft dieselbe, wie in dem Falle,
wo der umgebende Korper fliissig ist und wo kein weiteres Loch
erforderlich ist, als das in Folge der Verdringung der Fliissig-
keit durch den eingetauchten Korper entstehende. Letzteres
ergiebt sich, indem man das Loch zuerst mit einer Fliissigkeit
anfiillt, welche dieselbe Dielektricititsconstante wie der feste
Korper hat und dann diesen auch verfliissigt, wodurch seine
elektrischen und magnetischen Wirkungen nicht geiindert werden.

Siebente Vorlesung.

§ 14, Betrachtung mit der Zeit unverénderlicher
susserer elektromotorischer Krifte.

Wir betrachteten bisher den Fall, dass zur Zeit, welche
wir ins Auge fassen, die #usseren elektromotorischen Krifte
zu wirken aufgehort haben, und daher X =Y =Z7=0 ist.
Wir sahen dann, dass der gesammte iibrig bleibende Zu-
stand sich einer Grenze nshern muss, fiir welche in Leitern
P= Q=R =0 ist. Diesen bisher betrachteten Grenzzustand
nannten wir den des elektrostatischen Gleichgewichtes.

Nun gehen wir zu dem Falle iiber, dass zwar zur be-
trachteten Zeit die #usseren elektromotorischen Krifte nicht
verschwinden, wohl aber schon lange von der Zeit unabhingige
Werthe hatten, dass also X, ¥, Z nur Funktionen der Coordi-
naten, nicht der Zeit sind.

In Isolatoren sind die #usseren elektromotorischen Krifte
diejenigen, welche an deren Oberfliche die Reibungselektricitit
hervorrufen; auch die Krifte, welche Pyro- und Piézoelek-
tricitit erzeugen, gehoren vermuthlich hierher. Da die Vor-
ginge, wihrend deren diese Elektricititsarten erregt werden,
vollkommen dunkel sind, so wollen wir uns hier mit ihnen gar
nicht befassen, sondern lediglich die Wirksamkeit der #usseren
elektromotorischen Krifte in den Leitern betrachten. In den
Isolatoren soll daher nach wie vor X = ¥ = Z =0 sein.

Wir denken uns einen beliebigen Anfangszustand gegeben,
wobei jedoch die Licht- oder Hertz'schen Wellen, die sich mit

Boltzmann, Vorlesungen, II. 5
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einer Fortpflanzungsgeschwindigkeit von derselben Grossen-
ordnung wie das Licht ausbreiten, schon abgelaufen sein sollen.
An Stelle der Gleichungen D treten dann die Gleichungen 33.

Wir betrachten nun beliebige fiir £ = 0 geltende Anfangs-
bedingungen, die wir kurz die Anfangsbedingungen 4 nennen
wollen. Wenn dieselben erfiillt sind, soll nach Verlauf der
Zeit ¢ sein:

P=P@), Q=0QW). a=e( .
Zu Anfang der Zeit war also:

P= P(O), Q = Q(0), o= ea(o) etc.
Letztere Gleichungen stellen also die Anfangsbedingungen 4
dar. Natiirlich sind auch alle Grossen Funktionen der Coordi-
naten, was wir aber nicht besonders zum Ausdruck bringen
wollen. Bezeichnen wir mit ¢ irgend eine positive Grosse, so
ist fiir ¢ =1¢,:

P=P(), @=Q() o=ea() etc
Wir konnten die letzteren Gleichungen auch als Anfangs-
bedingungen auffassen (die Anfangsbedingungen B). Dann
wire nach Verlauf der Zeit ¢:

P=Pit+t), @Q=Q1t+1¢t), ae=c(t+?) etc

Da alle unsere Differentialgleichungen linear sind, so miissen
die Differenzen:

Pit+4)—PH, QE+4)—QW, R(t+4)—R() etc.
den Differentialgleichungen geniigen, wenn darin X=¥Y=Z2=0
gesetzt wird. Sie stellen also die Lidsungen dieser Differential-
gleichungen fiir diesen Fall dar, wenn zudem die Anfangs-
werthe gleich der Differenz der von den Bedingungen B und
A geforderten Werthe sind. Fiir diesen Fall wurde aber be-
reits bewiesen, dass nach Verlauf einer sehr langen Zeit in
allen Leitern P = @ = R = 0 sein muss. KEs muss also jetzt
in den Leitern fiir grosse Werthe von ¢ die Gleichung bestehen:

Pt +t)— PH)=0.

Aehnliches gilt natiirlich von @ und R. Da diese Gleichung,
sobald nur ¢ gross ist fir jeden Werth von ¢, gelten muss,
so folgt, dass in Leitern P und natiirlich ebenso @ und R
nach Verlauf einer langen Zeit von der Zeit unabhingig, also
constant werden miissen. Wir nennen den hierdurch bedingten
Zustand den der stationiren Strémung. '
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Der einzige Unterschied zwischen den elektrostatischen
Erscheinungen und denen der stationiren Strémung besteht
also darin, dass im ersteren Falle in den Leitern P=Q=R=0
ist, im letzteren dagegen diese Grossen bloss von der Zeit un-
abhéingig zu sein brauchen. Gemi#ss den Gleichungen 33
miissen daher auch die Ableitungen von ¢ nach den Coordi-
naten von der Zeit unabhéingig sein. Fiir die Isolatoren folgt
nach wie vor aus der Gleichung 16, dass ¢, von der Zeit un-
abhingig ist. Aus der Gleichung 15 folgt, da D, P, Q, R
nicht Funktionen der Zeit sind, auch fiir Leiter, dass &, von
der Zeit unabhingig sein muss, und da wir Oberflichen-
elemente nur als Volumelemente, sei es von Leitern oder
Nichtleitern, betrachten, folgt dies auch fir E,.

‘Will man die Gleichung 15, weil D fiir Leiter zweifelhaft
ist, nicht verwenden, so folgt fir Leiter und an der Grenze
eines Leiters und Nichtleiters aus 16 und. 41 jedenfalls, dass

ds, dE,
g uwd

von der Zeit unabhiéngig sind. Sollen daher ¢, und E,
sich nicht ins Unendliche im gleichen Sinne #ndern, was
schliesslich zu unendlicher tonischer Bewegung, also zu unend-
licher Energieerzeugung fithren wiirde, so folgt wieder

de, 4K,
IR T
also:
dLP+X) L dLQ+Y) | dL(R+2) _
57) dz + dy + dx =0

Dieselbe Gleichung hitte man direkt durch Differentiation der
ersten der Gleichungen 34 nach z, der zweiten nach y und
der dritten nach z und nachherige Addition der so erhaltenen
Gleichungen gewinnen koénnen.

Fihrt man ¢ ein, so folgt:

dL(d—"’—) dL(d_"’—) dL(d_"’—z) )

d d d
58) ; z + ;/ y + ; % =5
und fiir die Trennungsfliche zweier Leiter:
d d
59) 1 (TZ‘ - Sl) =1L, (d—‘:io - ‘So) )

5*
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wo wieder § die Componente des Vektors (X, ¥, Z) in der
Richtung der Normalen n ist. Wenn in der Trennungsfliche
selbst keine elektromotorische Kraft thitig ist, so reducirt sich
dies auf:

. d d
60) LR =L, 5%,

Scheidet die Trennungsfliche einen Isolator von einem Leiter,
so erhalten wir fir den Isolator Z = § =0, und daher fir
den Leiter unter Weglassung des Index:

do —
61) T 8§ =0,
oder wenn auch § verschwindet:
62) de _ .

dn
Im Innern von Nichtleitern ist ¢ durch dieselbe Gleichung:
) o), <%

) [d(DE) d(Ddy a(pz2
TinlTdz T ay T ax |’
die wir schon in der Elektrostatik hatten, und an der Grenze
zweier Nichtleiter durch die Gleichung:

15a) &y =

_ 1 de, _ do
10) Jz’w_n(pog;o Dld”)

bestimmt, wo &, und £, die unverinderlich gegebenen Mengen
wahrer Elektricitit, oder wo solche fehlt, gleich Null sind.
An der Grenze eines Leiters und Nichtleiters ist
1 d
B,=~ =D, .
SJE,do ist die gesammte Elektricitit auf dem Leiter. Die
Normale geht vom Leiter gegen den Isolator.

Endlich kann ¢ selbst an der Trennungsfliche keinen
Sprung machen, da ja sonst seine Ableitungen nach den Coordi-
naten, also die tonischen Bewegungen, unendlich wiirden. Nur
wenn an der Trennungsfliche die #usseren elektromotorischen
Krifte X, ¥, Z selbst unendlich wiirden, kénnte dies der Fall
sein. Es wird dieser Fall in der Theorie hiufig angenommen,
némlich jedesmal, wenn man an der Beriihrungsstelle zweier
Kérper eine sogenannte constante Potentialdifferenz voraus-
setzt. Wir betrachten eine solche aber immer als Grenze des
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Falles, dass in einer sehr diinnen Schicht sehr grosse elektro-
motorische Krifte existiren, wovon sogleich auf der nichsten
Seite die Rede sein soll, und setzen daher vorliufig iiberall
Continuitét von ¢ voraus. Dariiber, dass durch die Gleichung
58 und die darauf folgenden Gleichungen und Continuitdts-
bedingungen ¢ eindeutig bestimmt ist, vergleiche Riemann’s
Vorlesungen iber Schwere, Elektr. und Magn. (bearb. von
Hattendorf, S. 57 und 58), welcher genan dieselben Glei-
chungen gewinnt, nur dass er das, was wir als blosses Bild be-
trachteten, zur materiellen Grundlage ihrer Ableitung benutzt.

§ 15. Specialisirung des im vorigen Paragraph
betrachteten Falles.

Wir betrachten einen speciellen Fall; es sei erstens ein
beliebiges zusammenhingendes System & von Leitern gegeben,
in denen beliebige #ussere elektromotorische Krifte wirken,
die aber nicht mit der Zeit verinderlich sind. Ein zweites
beliebiges System verbundener Leiter &4, in dem aber keine
dusseren elektromotorischen Krifte thiitig sind, werde in ge-
wissen Punkten mit dem Systeme & in Beriihrung gebracht.
Fir das zweite System muss nach Gleichung 58 und 62 im
Innern iiberall

(gz) o) od)

dz dy dz
und fiir dessen Oberflache
%9 _o
n

sein,

Wenn zufillig an allen Beriihrungspunkten im Systeme &
schon vor der Beriihrung ¢ denselben Werth ¢ hatte, so ge-
nfigt man diesen GHleichungen, indem man im System &, iiberall
setzt @ = ¢, und es ist dies nach dem citirten Satze Rie-
mann’s auch die einzig mogliche Lidsung, abgesehen von einer
zu @ hinzutretenden in beiden Korpern gleichen Constanten.

Ein specieller Fall ist der, dass nur ein Beriihrungspunkt
existirt; die Losung fiir das System &, ist dann immer ¢ =c¢,
gleich dem Werthe des ¢ im Berithrungspunkte.
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Ganz anders wiirde sich die Sache gestalten, wenn &,
das System & in mehreren Punkten berithrte, in denen ver-
schiedene Werthe von ¢ herrschten. Dann miissten elektrische
Stréme im Systeme &, entstehen.

Betrachten wir ein anderes Beispiel: unter & verstehen
wir ein System von derselben Beschaffenheit wie frither; zwei
Punkte 4 und B desselben sollen mit je einem anderen Leiter-
system &, resp. &5 in Verbindung stehen, welche letztere beide
ohne dussere elektromotorische Kriifte sind. Ist das System &,
im Uebrigen vollkommen isolirt, ebenso &g, und stehen auch
&, und &z nicht miteinander in leitender Verbindung, so er-
fillt man die Bedingungsgleichungen fiir das vereinte System
©&,85, indem man der Funktion ¢ im ganzen Innern von
&4 den Werth ¢,, ebenso im ganzen Innern von &g den con-
stanten Werth gp beilegt, wobei ¢, und s die Werthe von-
@ sind, die vor der Berithrung in 4, resp. B herrschten. Zu
@ selbst kann natiirlich eine additive Constante, welche fiir alle
drei Systeme denselben Werth hat, hinzutreten. Die Differenz
@ — @4 ist aber durch die Beschaffenheit des Systems &,
der daselbst herrschenden #usseren elektromotorischen Krifte,
und die Lage der Beriihrungspunkte 4 und B vollkommen
bestimmt, und von der Gestalt und Beschaffenheit der &, und
S5 unabhingig.

Es ist dies der bekannte Fall, dass zwei Leiter mit den
Polen einer galvanischen Batterie verbunden werden; sie er-
halten dadurch eine gegebene Potentialdifferenz. KEs braucht
kaum erwihnt zu werden, dass dasselbe auch gilt, wenn die
Bertihrung zwischen © und &, in vielen Punkten 4,, 4, ......
stattfindet, wenn nur in allen diesen Punkten auf & schon
vor der Beriihrung gleiches Potential herrschte. Dasselbe gilt
auch fir €z Falls eine durch directe Beriithrung zweier Leiter
erzeugte constante Potentialdifferenz iiberhaupt angenommen
wird, wollen wir uns dieselbe immer so denken, als ob zwischen
denselben eine, wenn auch nur sehr diinne leitende Schicht
von der Beschaffenheit des soeben mit & bezeichneten Leiters
vorhanden wire. Wire eine solche Schicht zwischen den
frither mit & und &, bezeichneten Leitern enthalten, so wire
sie einfach zu & hinzuzurechnen. Wir konnen daher diesen
Fall immer auf den frither discutirten zuriickfithren.



§ 15. Specialisirung des im vorigen Paragraph betrachteten Falles. 71

Wir haben hiermit erst die Gleichungen fir dasjenige
Problem gefunden, welches man als das allgemeinste Problem
der Elektrostatik zu bezeichnen pflegt. Dieses bezieht sich
auf den folgenden Fall (I):

Es sind beliebige Systeme von Leitern gegeben, die in
beliebige Isolatoren beliebig eingebettet sind. In den Isola-
toren konnen gegebene wahre Elektricititen vorhanden sein.
Gewisse Leiter konnen mit solchen verbunden sein, in denen
mit der Zeit unverénderliche #ussere elektromotorische Krifte
herrschen, und die wir wieder © nennen wollen. Doch
sollen dadurch nie zwei Punkte eines Leiters &, in denen ver-
schiedene Werthe von ¢ herrschten, zum zweiten Mal leitend
verbunden werden. Es ist dabei sogar der Fall nicht ausge-
schlossen, dass im Innern eines Leiters & elektrische Strome
vorhanden sind, was immer eintritt, wenn darin X, ¥, Z nicht
die partiellen Differentialquotienten einer eindeutigen Funktion
der Coordinaten sind.

In der landliufigen Elektrostatik wird der Leiter & als-
dann von der Betrachtung durch die Annahme ausgeschlossen,
dass er so klein oder so entfernt ist, dass, abgesehen von der
durch ihn erzeugten constanten Potentialdifferenz, die Zusténde
in seinem Innern und an seiner Oberfliche von keinem Ein-
flusse sind.

Diese Potentialdifferenz ¢z — g, heisst die elektromo-
torische Kraft jenes Leiters © zwischen den Punkten 4 und B.
Fir jedes System in Berithrung stehender Leiter muss natiir-
lich noch die Gesammtmenge der wahren Elektricitit gegeben
sein, welche sich von Anfang an darauf befand, und welche
mit der freien Elektricitit zusammenfillt, sobald nur ein Di-
elektricum vorhanden ist, in welchem D =5 =1 gesetzt
wird.

Der Fall (I) umfasst auch den speciellen Fall, dass ge-
wisse Leiter durch diinne leitende Fiden ohne #ussere elektro-
motorische Krifte mit einem urspriinglich unelektrischen Leiter
verbunden sind, der entweder sebr gross und sehr entfernt ist,
oder alle im Problem in Frage kommenden Kérper umbhiillt,
In allen diesen Leitern muss dann ¢ denselben Werth wie in
dem grossen haben, welcher gleich Null angenommen werden
kann. Enthélt der diinne leitende Faden #ussere elektro-
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motorische Krifte, so unterscheidet sich ¢ durch einen con-
stanten Werth von dem Werthe des ¢ im grossen Leiter.

Sind die Bedingungen des Falles (I) nicht realisirt, so
haben wir stationire Stromung. Doch wurde der allgemeinste
Fall, dass in einem beliebig gestalteten Leiter beliebige
#ussere elektromotorische Krifte wirken, kaum untersucht.
Man beschrinkt sich auf gewisse Specialfille, die in der
Praxis meist angenshert realisirt sind. ‘

Hierher gehort zunichst der Fall, dass zwei Punkte von
verschiedenem elektrostatischen Potentiale 4 und B eines
Leiters &, in welchem #ussere elektromotorische Kriifte thitig
sind, noch durch einen anderen Leiter &’ leitend verbunder
gind, in dem solche fehlen. Das elektrostatische Potential im
Punkte 4 kénnen wir fiir beide Leiter immer gleich Null setzen.
So lange sie sich nicht beriihren, soll das elektrostatische Po-
tential im ersten Leiter den Werth y, im Punkte B desselben
den Werth y5 = a haben, was wir die elektromotorische Kratt
desselben zwischen 4 und B nennen kdnnen.

Ferner sei ¢’ diejenige Function, welche durch die Be-
dingungen bestimmt ist, dass im ganzen Innern des Leiters &
die (3leichung 4y’ = 0, oder wenn / verinderlich ist,

d (L li—'ﬂ'-) d(L """) d(L d"")
dx + dy + dx ) _ 0
dx dy dx -

und an seiner ganzen Oberfliche, mit Ausnahme zweier unend-

lich kleiner, die Punkte 4 und B umgebender Gebiete die
Gleichung

erfiillt ist; endlich, dass ¢4 (der Werth des ¢ im Punkte A)
gleich Null, dagegen 1’5 gleich Eins ist. 1 sei eine Function,
welche dieselben Bedingungen fiir den Leiter & erfiillt. So-
bald sich die Leiter berithren, geniigt man dann allen Be-
dingungen, wenn man im Leiter & setzt: ¢ =y — ¢y, im
Leiter &’ aber ¢ = &'/, wobei 4 und ¢ noch zu bestim-
mende Constanten sind. Die Gesammtmenge der neutralen
Elektricitit, sowohl der positiven, welche in der einen, als
auch der negativen, welche in der anderen Richtung in der
Zeiteinheit durch irgend einen Querschnitt des Leiters © oder
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&’ fliesst, ist flir jeden Querschnitt dieselbe, da ja unseren
Gleichungen gemiss die neutrale Elektricitit wie eine incom-
pressible Fliissigkeit stromt. Wenn wir den der Richtung der
Normalen » entgegengesetzten Strom als positiv zihlen, so hat
diese Gesammtmenge nach Formel 20 den Werth:

. g dy
z—u‘)de—ndo,

iiber alle Flichenelemente irgend eines Querschnittes des Lei-
ters & erstreckt. Unter Querschnitt ist natiirlich eine Fliche
zu verstehen, welche den von beiden Leitern gebildeten zwei-
fach zusammenhingenden Raum in einen einfach zusammen-
hingenden verwandelt. Das Integrale ist eine nur von der
Beschaffenheit des Leiters & und der Lage der Punkte 4 und
B auf demselben abhingige Grosse. KEs hingt nicht von der
Beschaffenheit des mit den Punkten 4 und B verbundenen
Leiters & und den daselbst thitigen #usseren elektromoto-
rischen Kriften ab. Sein Werth soll der reciproke Widerstand
des Leiters & zwischen den Punkten 4 und B heissen, und
mit 1/w bezeichnet werden.

Ebenso findet man fiir einen Querschnitt des Leiters &:

i= -fl,(%__ )do+0f1;‘%do,
wobei § die Componente des Vektors X, ¥, Z in der Richtung »
senkrecht zu do ist. Die positive Normalenrichtung geht in
beiden Leitern von der Seite, wo Punkt 4 liegt, gegen die,
wo Punkt B liegt. Im Leiter © muss daher die positive
Stromrichtung mit der positiven Normalenrichtung iiberein-
stimmen. Da vor der Berithrung der beiden Leiter kein Strom
war, und in & das Potential y herrschte, so muss:

d
f y (Zi% - ) do
fiir jeden Querschnitt verschwinden. Da ferner fiir den Punkt B
die Funktionen v und ¢’ den Werth Eins, dagegen y den
Werth a hat, so ist fiir diesen Punkt, der sowohl dem Leiter &
als auch &’ angehért, ¢ = 9'= a — &. Eine etwaige Potential-
differenz in Folge des Contakts der sich in B berithrenden
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Metalle wiire noch zu den in & wirkenden #usseren elektro-
motorischen Kriften zu rechnen. Setzen wir daher noch:

dy _ 1
83) Joitao=3,

so erhalten wir:
a-8% _a-49¢

= 0 ,

w w

i=3_9
v W
das bekannte Ohm’sche Gesetz. Die gegenwirtige Ableitung
dieser Formel erscheint vielleicht iiberméssig complicirt. Ihr
Nutzen tritt aber sofort hervor, wenn es sich um die Wirkung
elektromotorischer Krifte in nicht linearen Leitern, z. B. den
beim Hall-Phinomen gebr#uchlichen Platten handelt.

Natiirlich erhalten wir auch die sogenannten Kirchhoff'-
schen Formeln fir die Stromverzweigung, und es tritt recht
deutlich hervor, dass deren Giltigkeit nicht auf lineare Strom-
leiter beschrinkt, sondern bloss an die Bedingung gekniipft
ist, dass die Beriihrung an einzelnen Punkten stattfindet.
Da, was schon oft betont wurde, gem#ss unseren Glei-
chungen sich die neutrale Elekricitiit, wie eine incompressible
Fliissigkeit bewegt, so versteht es sich von selbst, dass in
jedem Punkte, wo sich mehr als zwei Leiter beriihren, die
Summe aller eintretenden gleich der Summe aller austretenden
Elektricitit sein muss.

Betrachten wir ferner einen beliebigen aus allen Leitern

hervorgehobenen geschlossenen Kreis vonLeitern &,, &, .. . .. Sy
von denen je zwei sich in einem Punkte berithren. Die Be-
rihrungspunkte seien der Reihe nach: 4,,, 4,,4..... Ay

9, sei eine Funktion, welche fiir den Leiter &, eine analoge
Differentialgleichung und analoge Oberflichenbedingungen be-
friedigt, ‘wie frither ¢ und v’, also im Punkte 4,_, . den
Werth Null, im Punkte 4 .,; den Werth 1 hat, und es sei:

d
wy = lzfli':—"do.
Ferner sei ©;-1,: der Werth des ¢ im Punkte 4;_, ;; dann
geniigt die Funktion

Or = (P k1 — Fec1,0) Y + Fueryn
der Differentialgleichung und den Oberflichenbedingungen fir
das Potential und hat in den Punkten 4;_; ; und 4 x4, auch
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die richtigen Werthe, falls in dem Leiter &; keine elektro-
motorische Kraft thatig ist. Ist dagegen eine solche thitig,
8o sei y; der Werth der Potentialfunktion an irgend einer
Stelle, wenn derselbe im Punkte 4,_, ; gleich Null ist und
alle iibrigen Punkte der Oberfliche des Leiters isolirt sind.
Im Punkte 4, ;,: habe y; den Werth a,. In unserem Falle
dagegen sollen die Werthe des Potentials in den Punkten
Ay—1,x und Ay x4 gleich 3y, ; und 94, x4q sein. Daher
miissen wir dem Potentiale den Werth ertheilen:

\
@r="F1,k+ (Fe, k41 — Fx1, k — @) Y + Xxo

ol -s)e

fir jeden Querschnitt des Leiters wieder verschwindet, so ist

Da

d 1
ik=_(ak—'9'k, kb1t P, k)fl;—:—: do=(a— P, x41+ T, k);: .

Die Summe aller dieser Gleichungen liefert: X3 w;, = Zay.

Wenn in einem Leiter die Leitungsfihigkeit Z sehr klein
gegeniiber der simmtlicher angrenzenden Leiter ist, so ist
nach der Bedingungsgleichung 60 d@/dn in allen umgebenden
Leitern unmittelbar an seiner Oberfliche gleich Null. Der
Leiter verhiilt sich also, wie zu erwarten stand, fast wie ein
Nichtleiter. Wenn man daher auch die Existenz absoluter
Nichtleiter nicht zugiebt, so sieht man doch, dass ein System
sehr guter Leiter, wenn es von lauter sehr schlechten um-
geben ist, sich wihrend langer Zeit fast so verhilt, als ob
‘es vollsténdig isolirt wire.

‘Wenn in einem einzelnen von #usseren elektromotorischen
Kriften freien Leiter die Leitungsfihigkeit Z sehr gross gegen-
iber der der Umgebung ist, so ist an seiner Oberfiiche
dgp/dn =0, in seinem Innern 4¢ = 0, daher ¢ iiberhaupt
constant.
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Achte Vorlesung.

§ 16. Beispiele fiir die Analogie der Elektrostatik und
der Theorie der stationfren Stréomung.

In der Theorie der stationiren Stréomung durch Flichen
und Korper pflegt man gewshnlich anzunehmen, dass in diesen
selbst keine elektromotorischen Krifte thitig sind, dass sie
aber an zwei Stellen (den Elektroden) mit je einem Korper
von sehr grosser Leitungsfihigkeit verbunden sind. In jeder
Elektrode hat ¢ einen gegebenen Werth. Es ergeben sich hier
zwei Probleme, deren Liésungen stets vollkommen analog sind.

Das erste lautet folgendermaassen: Der gesammte Raum
sei von einer beliebigen Zahl von Dielektricis erfiillt, in deren
Innern sich nirgends wahre Elektricitit befindet. In den-
selben sollen sich zwei nicht in Beriihrung stehende, von
gusseren elektromotorischen Kriiften freie Leiter, die Conden-
.satorbelegungen, befinden, in denen ¢ je einen gegebenen
Werth hat. Im Innern jedes Dielektricums erhélt man nach
Gleichung 15a:

do de do
¢(rg2) e(rgy) 2(r3)
dz dy dz | _
dz + dy + dx =0,
fiir jede Trennungsfliche zweier verschiedener Dielektrica nach
Gleichung 40:

do, _ i‘Pg
D, dn = D, dn *

Die gesammte wahre Elektricitit auf einer der Condensator-
belegungen ist:

- = __1 de
64) W= [B.do=— L [D22 a0,

wobei der Werth von d¢/dn im Isolator unmittelbar am
Oberflichenelemente do zu nehmen ist, und die Normale vom
Leiter gegen den Isolator hin zu ziehen ist.

Denken wir uns statt der Dielektrica ein System von
Leitern verschiedener Leitungsfshigkeit I, statt der Conden-
satorbelegungen Leiter von sehr grosser Leitungsfihigkeit
(Elektroden), so erhalten wir genau dieselben Gleichungen, nur
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dass iiberall 4 a L fiir D zu schreiben ist. Der Grosse #
analog ist die Grosse:

= —fﬁ%do,

welche die Menge neutraler Elektricitit darstellt, die in der
Zeiteinheit aus der betreffenden Elektrode in das Leitersystem
eintritt, also die Intensitit des gesammten durch die betreffende
Elektrode eintretenden galvanischen Stromes; die Normale geht
wieder von der Elektrode in das System der anderen Leiter.

Falls die Werthe von J fiir beide Elektroden gleich, aber
entgegengesetzt bezeichnet sind, so fliesst keine Elektricitit ins
Unendliche ab, sonst aber zerstreut sich deren algebraische
Summe ins Unendliche. Wenn die eine Elektrode die andere
ganz umhiillt, kann natiirlich nur der erstere Fall eintreten,
daher muss in diesem Falle auch die algebraische Summe
der auf beiden Condensatorbelegungen vorhandenen Elektricitit
gleich Null sein, was auch aus 4¢ = 0 und dem Green’schen
Satze folgt. Tritt dieser Fall bei einem Condensator ein, so
nennt man den Quotienten # /4 die Capacitit des Conden-
sators, wobei b die Differenz der Potentiale an beiden Con-
densatorbelegungen ist. Der Fall, dass nach der Capacitit
eines einzelnen Leiters gefragt wird, kann immer darauf zuriick-
gefithrt werden, dass die andere Belegung eine unendlich ent-
fernte ihn umschliessende leitende Kugelfliche ist, mit der
auch etwa in der Niahe befindliche zur Erde abgeleitete Leiter
verbunden zu denken sind. Analog heisst, wenn J fiir beide
Elektroden denselben Werth hat (nur entgegengesetzt bezeich-
net), der Quotient J/b der reciproke Widerstand 1/w des
Leitersystems.

Folgendes begriindet noch einen quantitativen Unterschied
beider Probleme. Beim letzteren kommt es hiufig vor, dass
gewisse Stellen im Raume nichtleitend sind, ja sogar, dass
die Leiter die Form sebr diinner Flichen oder Drihte haben,
und der ganze iibrige Raum nichtleitend ist. Fir jedes
Flichenelement, welches einen Leiter vom nichtleitenden Raume
trennt, ist dann de/dn im Innern des Leiters, aber un-
mittelbar an der Oberfliche, gleich Null zu setzen. Der ana-
loge Fall beim ersten Problem wire der, dass simmtliche be-
trachtete Dielektrica sehr grosse Werte von D, d. h. sehr
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grosse Dielektricititsconstanten gegenitber der Umgebung,
hitten. Dies wird kaum irgendwo realisirt sein.

Dagegen mag schon hier bemerkt werden, dass die Glei-
chungen fiir die magnetische Induction genau dieselben wie
fiir die dielektrische Polarisation sind, dass daher auch die
magnetische Induction dieselben Gesetze befolgt, wie die
stationiire elektrische Strémung, was namentlich in der Elektro-
technik ausgedehnte Anwendung gefunden hat. Zudem ist
hier auch die Magnetisirungszahl des Eisens ziemlich gross
gegeniiber der der Luft, so dass man auch die Eisenmassen,
in denen Magnetismus inducirt wird, in erster Anniherung
wie Leiter betrachten kann, die sich in einem isolirenden
Medium befinden. Da sich die Vorginge vollstindig identisch
abspielen, ist es natiirlich, auch bei Dielektricis von der Lei-
tung der dielektrischen Induction von der einen zur anderen
Condensatorbelegung zu sprechen, und D als die dielektrische
Leitungsfshigkeit zu bezeichnen, welche Ausdriicke in der Lehre
von der magnetischen Induction bereits allgemein iiblich sind.

Bekanntlich denkt man sich in Dielektricis Curven, welche
- in allen Punkten die Richtung des Vektors ¥, (mit den Com-
ponenten P, Q, R) haben. Um zu bestimmen, wie dicht die-
gelben zu ziehen sind, lege man ein Flichenelement do senk-
recht zu ihrer Richtung. Den Quotienten seines Fléchen-
inhaltes in die Anzahl der hindurchgehenden Curven be-
zeichnen wir abgekiirzt als die Anzahl, welche normal durch die
Flicheneinheit hindurchgeht. Dieser Quotient sei immer gleich
dem Produkte D-N,. Die Curven selbst nennen wir die Kraft-
linien (besser Linien dielektrischer Polarisation). Da im Leiter
L-P, L-Q, L-R die Stromcomponenten sind, so entspricht
Richtung und Dichte der Kraftlinien im Dielektricum der
Stromrichtung und -dichte im Leiter.') Man sagt daher auch,
im Dielektricum werden die Kraftlinien geleitet. Wo Elek-
tricitit ein- oder ausstrémt, oder in Dielektricis, wo sich wahre
Elekricitit befindet, entstehen oder enden im Leiter Strom-,
im Dielektricum Kraftlinien.

Wir betrachten nun ganz specielle Fille.

!) Sollte die Uebereinstimmung eine numerische sein, so miisste die
Anzahl, die normal durch die Flicheneinheit geht, gleich DV, [ 4 n sein. In
der That setzt Maxwell /= D P/4n, aber beim Magnetismus a = Ma.



§ 16. Elektrostatik und stationiire Strdmung. 79

1. @ sei nur Funktion von z; fir z =0 sei ¢ =0, fiir
z=a habe ¢ den Werth 4; wegen
o

dx? =0

wird
bx
=—"Z"

Handelt es sich um das Problem der dielektrischen Polari-
sation, so sind die Ebenen =0 und z = a zwei leitende
Condensatorplatten. Die Menge # wahrer Elektricitat auf
der Fliche @ einer der Condensatorplatten ist:

D b

in a Q;
es ist also DQ[/4ma die Capacitit C des Condensators bei
beliebiger dielektrischer Zwischenschicht. Ist das reale Stan-
dardmedium Zwischenschicht, so ist D = 1; die Capacitit ist
daher @/4na. Die durch die Formel 11 gegebene Grosse D
kann also experimentell als der Quotient dieser beiden Ca-
pacititen definirt werden.

Wire die Dielektricititsconstante in dem Medium zwischen
den beiden Platten sehr viel grosser als ausserhalb, so witrden
die obigen Formeln auch gelten, wenn die Distanz der Platten
nicht klein gegen die Dimensionen ihrer Fliche @ wire.

Die analogen Gleichungen beziehen sich bei dem Pro-
bleme der Elektricititsleitung auf den Fall, dass an Stelle
der beiden Condensatorbelegungen zwei sehr gut leitende
Platten von der Fliche @ treten und der Zwischenraum eben-
falls eine leitende Substanz ist. Entsprechend der friitheren
Formel fiir # erhilt man jetzt fiir die Stromstiarke den Werth:

Lo

a

entsprechend der Formel fiir die Capacitit C fiir den reciproken
Widerstand den Werth:
1 J L

85) W= =
Die specifische Leitungsfihigkeit L kann daher definirt werden
als die Elektricititsmenge, welche durch den Querschnitt 1
hindurchgeht, sobald auf die Lingeneinheit die Potentialdiffe-
renz 1 entfillt. Hier ist sie im elektrostatischen Maasse ge-
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messen. In einem anderen Maasssysteme muss an ihre Stelle
L, (vgl. Gl. 22h) treten, damit zum Ohm’schen Gesetze kein
constanter Faktor hinzukommt.

Bei diesem zweiten Probleme ist die Umgebung gewohn-
lich so schlecht leitend, dass die Bedingungen selbst dann noch
erfiillt sind, wenn @ klein ist, und der Leiter, um dessen
‘Widerstand es sich handelt, die Form eines diinnen Drahtes hat.

2. Die beiden Condensatorbelegungen, resp. Elektroden,
seien zwei coaxiale Cylinderflichen. Dann folgt aus 4¢ = 0:

p=alr+ 4,

wobei a und 4 Constante, » die Entfernung von der Cylinder-
axe, ! den natiirlichen Logarithmus bedeutet. Die Potential-
werthe an beiden Condensatorplatten sind:

@, =alry+ 4 und ¢, =alr, + 4.
Die Elektricititsmenge auf einer der Platten ist:
DQea _ D(ps — 9o)d

4nr, 2(r, —1iry)

o ist die Linge der beiden concentrischen Cylinder, der Index 0
bezieht sich auf den inneren, der Index 1 auf den #Husseren
derselben. Die Capacitiit des von beiden Cylindern gebildeten
Condensators ist daher:

66) Ds

2(r, =1y’
und analog wire der reciproke Widerstand eines zwischen
beiden Cylindern enthaltenen Leiters:

2nL5.

try —1r,
Ist das umgebende Material geniigend schlecht leitend, oder
von geniigend kleiner Dielektricititsconstante, so braucht
wiederum J nicht sehr gross gegeniiber r, — 7, zu sein.

3. Fiir zwei concentrische Kugeln mit den Radien r, und

r, wird:
@ =+ 4,

daher die Elektricitaitsmenge auf einer der Kygeln #= Da
und die Capacitit

Dryry
- _
7y — 7o
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dagegen die Stromstirke J = 47 a L und der reciproke Wider-
stand
4nLryr
n—r

4. Etwas allgemeinere Formeln erhalten wir wie folgt.
Seien  und r’ die Entfernungen eines beliebigen Punktes P
der zy-Ebene von zwei fixen Punkten 4 und B, welche die
y-Coordinate 0, aber die z-Coordinate ¢, resp. — ¢ haben;
dann geniigt: .

r ,

67) p=9l_-+9,
wenn g und g’ Constanten sind, wieder der Gleichung 4¢=0.
Die Gleichung ¢ = const. re-

ducirt sich dann auf r = ar’.
Die Curven gleichen Poten-

tiales in der zy-Ebene sind B ‘r0 C’W

also Kreise.
Bezeichnet man mit M
den Mittelpunkt eines solchen Fig. 1.
Kreises (F'ig. 1), mit C und D
dessen Durchschnittspunkte mit der Abscissenaxe, so findet
man leicht:

68) 00=c~:““, 0D =c %, om= 22

+a 1-a 1-a’
69) 0C-OD =04 AM-BM= CM:.
Diese Ansitze liefern direkt die Stromung der Elektricitat in

einer kreisformigen Platte, deren unendlich gut leitender Rand
die eine Elektrode ist,

wihrend die andere ein
unendlich kleiner ex-
centrischer Kreis vom m
Centrum A ist. - Die . L, ,
zweite der Relationen & 0 c G4 Z,
69 liefert dann den
Punkt B. Aus diesen
Gleichungen kann aber
Fig. 2.

auch die Stréomung be-
rechnet werden, wenn

die zweite Elektrode ein ebenfalls endlicher Kreis ist. Liege
Boltzmann, Vorlesungen, II. 6
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dieser ganz innerhalb der ersten Elektrode und schneide den
gemeinsamen Durchmesser in den Punkten C, und D, (Fig. 2),
dann konnen immer die Punkte 4, B und O so gewahlt werden,
dass, bei Annahme des Werthes 67 fiir ¢, beide Kreise Curven
gleichen Potentiales sind. Die erste der Relationen 69, auf
beide Kreise angewandt, liefert O C-0D = 0 C,-0.D,, daher:

C (- CD,

0C= DDll— 0(3, )
Die Punkte 4 und Bsergeben sich dann aus 0 42 = 0C-0D.
Die Potentialdifferenz an beiden Elektroden ist:
' T, BC,-AD
P—Po=9, =936 5D"
Die Stromstidrke bleibt dieselbe, als ob 4 und B unendlich
kleine Elektroden wiren, sie ist also:
J=2mLgd,
wobei J die Dicke der Platte ist.
Der Widerstand aber ist:
__1 ;BC-AD
2nd0L AC,-BD

Die Capacitit eines Condensators, der aus zwei geraden Kreis-
cylindern mit parallelen, aber nicht zusammenfallenden Axen
besteht, ist daher, wenn die beiden Kreise der Fig. 2 die
Querschnitte der beiden Cylind;ar sind:

D

w

BC,-AD

214G, BD
Die Formeln kionnen auch dem Falle angepasst werden,
dass in einer unendlichen leitenden Platte zwei aus einander
liegende kreisférmige Elektroden vorhanden sind. Der Quer-
schnitt wiirde dann durch Fig. 83 dargestellt. Angewandt auf
ein Dielektricum wiirden sie dann dem Falle entsprechen, dass
die beiden Kreiscylinder ganz aus einander liegen. Hier
brauchen nicht die beiden Cylinder mit gleichen Elektricitits-
mengen geladen zu sein, wihrend frither auf der inneren Fliche
des #usseren Cylinders dieselbe Elektricitdtsmenge wie auf der

Oberfliche des inneren sitzen musste.

Die Lisung eines anderen praktisch wichtigen Problems
erhalten wir, wenn wir setzen: ¢ =gl(rr)+¢'. r und »" haben
dieselbe Bedeutung wie sub 4, worauf sich Fig. 1 bezieht, der
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in der Figur gezeichnete Kreis ist wieder derjenige, fiir welchen
r=ar ist.

Fir den normal zu diesem Kreise genommenen Diffe-
rentialquotienten des ¢ findet man leicht

de gl—a®) _ g

n 2.04.a  CM’

da
AC AD AM CM

ist.})) Wir bezeichnen den Einstrdmungspunkt B in der un-
endlichen Ebene als das Bild des Einstrémungspunktes A.
Sei ausserdem noch ein zweiter Punkt 4, innerhalb desselben
Kreises gegeben, durch den gleich viel Elektricitit ausstromt,

D, B Jgo \c 4

N [
N

Fig. 3.

als durch den Punkt 4 oder durch den Punkt B einstrémt, und
zeichnen wir wieder das Bild B, durch welches nochmals die
gleiche Elektricitiit ausstromen soll, und dessen Lage dadurch
definirt ist, dass es auf der Geraden M 4, in der Entfernung:

MC?
M 'Bl = -ﬂ'
von M liegt.

Wenn die vier Elektroden 4, B, 4,, B, in der unend-
lichen Ebene gegeben sind, so wird der Werth des ¢ in irgend

einem Punkte P (dem Aufpunkte)
rr ’
=9 IW +9,

1) Setzt man nimlich CM=DM=r, OM =12, AM=1{, sowird
ﬂ e+r—% _ r—-{ AD str—ec_  r+i

BC ¢—r+x rjt—r’ BD = x4+r+c PL+r
6‘

y =74 %
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wobei r = P4, r'=PB, r =Pd, r’=PB, ist. Als-
dann wird fiir die gesammte Peripherie des Kreises

do

dn ’

und man erhilt also die Strémung der Elektricitit durch eine
begrenzte kreisformige Platte, wenn 4 und 4, zwei Elektroden
von sehr kleinen Radien g, und g, sind. Die Potentialdiffe-

renz ist:
o =g A4 AB . AB
Pr = P =9 T 4B, AB"

die Stromstérke ist /= 2% Lgd, daher ist der Widerstand

1 ,AA.AB.AB.
~ 2nL8 ¢ .0.4,B,.AB’
0 ist die Dicke der Platte.?)

Fiir Dielektrica wiirde dies die Ladung zweier diinner
Drihte in einem cylindrischen Dielektricum darstellen. An
Stelle der Elektroden wiirden die Querschnitte der Drihte, an
Stelle des grossen Kreises der Querschnitt des Cylinders treten,
welcher von einem Dielektricam mit viel kleinerer Dielektri-
cititsconstante umgeben sein miisste, was offenbar keinem
praktisch realisirbaren Falle entspricht.

Eine ganz andere Bedeutung hat das in gleicher Weise
construirte Bild eines Punktes in der Theorie der Elektricitiits-
vertheilung auf Kugelflichen. Bedeutet néimlich r und 7 jetzt
die Entfernung eines beliebig im Raume gelegenen Punktes P
von zwei Punkten 4 und B der Abscissenaxe, welche die Ab-
scissen ¢ und — ¢ haben, und setzen wir

w

=2t td,

ar

wo a, g und ¢ wieder Constanten vorstellen, so stellt die
Gleichung r = ar’ eine Kugelfliche dar, auf welcher ¢ con-
stant gleich ¢’ ist. Wenn also in 4 eine beliebige Elektricitsts-
menge ¢ und in dem Bilde B die Elektricititsmenge

g CM B¢
T~ " 94m~ ~94c

) Vgl. Kirchhoff, Ges. Abh., 8. 11.
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gich befindet, so ist die ganze Kugelfliche eine Flache gleichen
Potentiales, und zwar hat darauf das Potential denselben Werth,
wie in unendlicher Entfernung. M ist der Mittelpunkt der
Kugel, C der dem Punkte B zugewandte Durchschnittspunkt
derselben mit den Abscissenaxen. Es liefert also dieser An-
satz die Elektrisirung einer leitend mit der Erde verbundenen
Kugel durch eine in einem Punkte concentrirte Elektricitéits-
menge. )

§ 17.  Andeutungen tiber das Verhalten der Stellen,
wo die dusseren elektromotorischen Krafte ihren Sitz
haben.

Es war ursprilnglich meine Absicht, an dieser Stelle noch
einige specielle Fille, so die Elektricitatsvertheilung auf zwei
leitenden Kugeln und das Problem des Condensators von end-
licher Plattendicke, zu behandeln, dessen zuerst von Kirch-
hoff gegebene Losung leicht von der Beschrinkung frei ge-
macht werden kann, dass die Platten kreisformig sind, wenn.
nur der Kriimmungsradius der Plattenperipherie tiberall gross
gegen die Plattendicke und Plattendistanz ist. Doch die Anzahl
der Fragen, die speciell die Maxwell’sche Theorie und deren
Zusammenhang mit der #lteren betreffen, ist noch so gross,
dass ich lieber wieder zu ihnen zurtickkehren will.

Eine derartige Frage ist die iiber die Beschaffenheit der
dusseren elektromotorischen Krifte. Obwohl iiber dieselben
wenig bekannt ist, so trigt es doch zur Versinnlichung bei,
noch einige Resultate unter bestimmten, wenigstens nicht un-
wahrscheinlichen Voraussetzungen abzuleiten.

Wir beginnen mit einem rein formellen Uebungsbeispiele.
Der ganze Raum sei mit einer einzigen homogenén, leitenden
Substanz erfiillt, die zu Anfang vollkommen unelektrisch und
unmagnetisch und ohne #ussere elektromotorische Krifte war.

Von ¢£=0 an seien folgende unveridnderliche #ussere
elektromotorische Krifte thitig. Zwischen =0 und z=a
sei X=f(z), Y=2=0. Wegen der Symmetrie kann dann

1) Vgl. Thomson, pap. on electrostat. Liouv. j. 1845, 1847. Max-
well treat. chapt. XI. ete.
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keine Grosse Funktion von y und z werden. Auch muss
@ =R ==y =0 bleiben. Die Gleichung D liefert
% = 0.
Es wird also auch « gleich Null bleiben. Die Gleichung C
liefert :
.22 L 4nL. [P+ f()]=0,
daher

. Lt

P= (e' D l)f(a:).
Sobald die Exponentielle geniigend klein geworden ist, haben
wir P=0 fir <0 und z > a, P= — [(z) zwischen diesen
Grenzen. Es hat sich dieser Zwischenraum mit wahrer Elek-
tricitat geladen, deren Dichte

fo= =4[
ist. Die gesammte Menge der wahren Elektricitat zwischen
z=0 und z=a ist gleich Null, da f(z) mit dem Werthe
‘Null beginnt und endet. Jeder plétzliche Sprung von f(z) muss
als rascher, aber continuirlicher Uebergang aufgefasst werden,
da sonst s, exakt gleich unendlich wiirde.
Es existirt ein elektrostatisches Potential, das fiir # < 0

einen constanten Werth K hat; fiir 0 <z < e hat es den
Werth:

K+ [f@)dz,
0
fir z > a ist es wieder constant gleich:
K+ f f(z)dz.
0

Ist a sehr klein, so nennen wir dies eine verwaschene
elektrische Doppelschicht. Die elektromotorische Kraft ist

ff(x)dz.
0

Die Bedingung, dass der Kérper unbegrenzt sei, ist dann nicht
nothwendig; es geniigt, dass alle seine Dimensionen gross gegen
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a sind. Auch werden dieselben Gleichungen angenihert gelten,
wenn die Doppelschicht die Gestalt einer krummen Fliche hat,
nur tritt dann deren Normale an die Stelle der z-Axe.

Wenn speciell f(z) von =0 bis z = § sehr rasch zu-
nimmt, dann constant gleich & bleibt, dann von z =a — ¢
bis z = a wieder rasch bis Null abnimmt, so sind nur die
beiden Ebenen z = 0 und z = a mit der Flichendichte + Db/4~
geladen. Dazwischen ist das elektrostatische Potential X + 2.5.
Man konnte dies eine scharfe Doppelschicht nennen.

In den meisten Fillen kdnnen wir uns die Wirksamkeit
der #usseren elektromotorischen Krifte durch eine den be-
treffenden Leiter & in zwei getrennte Theile zerschneidende
Doppelschicht ersetzt denken. Es kann dann der in § 15
erwahnte Leiter &€, den Leiter & in beliebig vielen Punkten
des einen, der Leiter ©p in beliebig vielen Punkten des anderen
Theiles beriihren.

Wir gehen nun zu einem allgemeineren Fall iiber. Wir
haben einen beliebigen Leiter. Es soll eine eindeutige, von der
Zeit unabhingige Funktion y existiren, die fiir jeden Punkt
desselben einen bestimmten Werth hat, und es soll sein:

d d d
70) x=2%, 1’=d—;, 7=k,

Wir warten ab, bis die elektromagnetischen Wellen ver-
laufen sind, also der Zustand aphot geworden ist Dann muss
nach Gleichung 33 sein:

d d d
= - ’E_:;; = _%7 R= —d_:'
Wenn Z und D constant sind, liefert die Gleichung 16a

dd
DEsE +4nldg=4nLldy,

daher

_A=lLt

dp=A4y 4 ®e 2 ,
wobei @ eine aus den Anfangsbedingungen zu bestimmende
Funktion der Coordinaten ist. Solange das letzte Glied be-
merkbar ist, ist die Elektricititshewegung zwar aphot, aber
noch nicht stationdr geworden. Fiir grossere Werthe von Z
kann auch wohl der Beginn des aphoten Zustandes mit dem
des stationiren zusammenfallen. Jedenfalls muss aber endlich
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stationfire Stromung oder statisches Gleichgewicht eintreten.
Dann ist alles von der Zeit unabhingig und man hat daher
Adp =Ady. Sind Z und D Funktionen der Coordinaten, so
ergiebt sich fir den aphoten Zustand:

ogz), Ao55), )

1) +[”( %)+ d( Z_:)+ d(l‘%)]

14
4 dt

dx

d d d
[, 6, et

Fir den stationiren Zustand folgt aus Gleichung 58:

d d d
egz), ), 0

dx dy dx
(2 32) d(LTy)+ a(z5%)
dzx + dy dx -

72)

Ist der Leiter rings von Nichtleitern umgeben, so liefert
die Gleichung 61 im stationdren Zustand fiir jedes Ober-
flichenelement:

78) de _ 4x

Nach dem schon frither erwihnten Satze der Potentialtheorie
folgt aus den Gleichungen 72 und 73 =y + const. Ks
wird also jedes Volumelement des Leiters sich mit wahrer
Elektricitit von der Dichte:

L), 2, <0

4n z dy dz

laden.

Wenn sich der Index 1 auf das umgebende Dielektricum
bezieht, und die Normale » vom Leiter gegen das Dielektri-
cum hingezogen wird, so ist an jedem Oberflichenelement des
Leiters, solange man sich noch im Leiter befindet, ¢ = x
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+ const., und die Oberflichendichte der wahren Elektricitit ist
daselbst:

_ 1 dy de
Bo= - (D¢t - D52,

Die Constante bestimmt sich, wenn die gesammte wahre Elek-
tricititsmenge im Leiter gegeben ist und ¢ im Unendlichen
verschwinden soll.

Wir betrachten folgende specielle Formen von y. Es
seien die #usseren elektromotorischen Krafte so im ganzen
Leiter vertheilt, dass in dem ganzen Raum zwischen dessen
Oberfliche und einer von derselben iitberall endlich abstehenden,
ganz im Innern des Leiters verlaufenden, vollkommen ge-
schlossenen Fliche 7 die Funktion y constant ist, so dass
man von der Oberfliche des Leiters an die Stellen, wo y ver-
anderlich ist, nicht gelangen kann, ohne eine endliche Strecke
zu passiren, auf welcher y constant ist. Dann muss auch ¢
zwischen der Oberfliche und der Fliche F constant sein.

Diese Bedingung ist dieselbe, als ob gar keine “usseren
elektromotorischen Krifte im Innern des Leiters vorhanden
wiren. Die Wirksamkeit derselben macht sich also nur im
Momente ihres Entstehens dadurch bemerkbar, dass eine ge-
wisse Menge wahrer Elektricitit in das Innere gezogen und
zur Neutralisation der #usseren elektromotorischen Krifte ver-
wendet wird.

Eine andere specielle Form von y wire folgende: In zwei
Partien &, und S5 des Leiters sei y constant gleich x4, resp. y5.
Dazwischen liege eine Schicht &, die rings an die Oberfliche
des Leiters reicht, und worin y variabel ist. Dann zeigen
diese beiden Partien genau die Eigenschaft der in § 15 ebenso
bezeichneten Leiter. Das Charakteristische ist, dass es in &
nirgends stationire elektrische Stréme geben kann.

§ 18. Wirkung #usserer elektromotorischer Krifte in
’ einem ringférmigen Leiter.

Ein dritter specieller Fall ist der, dass y eine mehrdeu-
tige Funktion der Coordinaten ist. Dies kann nur stattfinden,
wenn der Leiter einen mehrfach zusammenhingenden Raum
bildet, da X, ¥, Z jedenfalls eindeutig bestimmt sein miissen.
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Wir wollen nur einen zweifach zusammenh#ingenden, also ring-
formigen Raum betrachten. Zu beiden Seiten eines Quer-
schnittes desselben kénnen dann die beiden Werthe von y,
die man durch einen Umgang um den Ring erhilt, nur
um eine Constante verschieden sein, die % heissen mag, da
ja alle Differentialquotienten von y eindeutig und continuir-
lich sind.

¢ muss fir den stationdren Zustand wieder den Be-
dingungen 72 und 73 geniigen, aber es muss eindeutig sein,
da seine Fortsetzung ausserhalb des Ringes auch die dort
herrschenden Werthe von P, @, B nach Formel 33 liefern
muss, und ¢ nirgends einen plétzlichen Sprung machen darf.
Es gibt dann jedenfalls eine und (abgesehen von einer addi-
tiven Constante) nur eine Funktion y,, welche im Innern des
Ringes die Gleichung erfiillt:

o), %), )

dx dy dz
auf der Oberfliche des Ringes die Gleichung:
dxn —
an =0

und deren simmtlichen Ableitungen durchwegs continuirlich sind,
wihrend die Funktion y, selbst sonst ebenfalls iiberall continuir-
lich ist, nur dass ihre Werthe zu beiden Seiten einer Schnitt-
fliche des Ringes um die Einheit verschieden sind. Dies folgt
unmittelbar aus dem mehrfach citirten Riemann’schen Satze,
wenn man den Ring wirklich durch die Schnittfiiche in einen
einfach zusammenhingenden Raum verwandelt.

Wenn Z constant ist, stellt y, das Geschwindigkeits-
potential einer incompressiblen, rotationslosen Fliissigkeit dar,
die im Ringe stromt. Man kann dann setzen ¢ = y — ky,.
Die Funktion ¢ erfiillt dann in der That die Bedingungen
72 und 73 und bleibt auch im ganzen Ringe eindeutig.. Es
gilt von der Funktion ¢ dasselbe wie im Vorhergehenden, sie
giebt eine Ansammlung von wahrer Elektricitdt im Innern und
an der Oberfliche des Ringes, welche die #usseren elektro-
motorischen Krifte zwar nicht vollstindig compensirt, aber
doch bewirkt, dass die Strémung in jedem Punkte des Ringes
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nur mehr vom Werthe der Constanten % abhingt. In der
That ist nach den Gleichungen 23:

d d d
Analoge Werthe gelten fiir ¢ und ». y, aber ist nur von der
Gestalt des Ringes und der Vertheilung der Leitungsfihigkeit

daselbst abhingig.
Die gesammte Stromstirke ist:

- L773
J=k[1% 4o,

wobei die Integration tiber einen Querschnitt des Ringes zu
erstrecken ist. Wenn der Ring aufgeschnitten wire, so wire
k die Differenz der Werthe des ¢ zu beiden Seiten der
Schnittflache. KEs ist also ¢ die elektromotorische Kraft und

[2dpa

der reciproke Widerstand des ganzen Ringes, was mit Glei-
chung 63 (§ 15) iibereinstimmt. Dasselbe Resultat hitte man
auch noch nach einer spiter zu besprechenden Methode (§ 26)
finden konnen, indem man ¢ durch Bildung des Integrals
S(Pdz + Qdy + Rdz) fiur jeden Stromfaden eliminirt hatte.

Auch in dem in dieser und der vorhergehenden Vor-
lesung betrachteten Falle, dass X, ¥, Z zwar nicht verschwinden,
aber von der Zeit unabhingig sind, kann man sich iiber-
zeugen, dass die gefundenen Integrale unabhingig von der
Art und Weise, wie sie gewonnen wurden, den Grund-
gleichungen ohne jede Vernachlissigung geniigen. Falls keine
stationéiren Stréme vorhanden sind, kdnnen dabei «, 8,y ent-
weder gleich Null oder die partiellen Ableitungen einer -be-
liebigen Funktion der Coordinaten nach diesen sein. Findet
dagegen stationire Stromung statt, so sind die Grossen ¢, g,y
nicht von P, @, R unabhiingig, und der Beweis, dass die Funda-
mentalgleichungen ohne Vernachlissigung erfiillt sind, kann
nur mittelst Zuziehung der Werthe von «,f,y geschehen,
welche wir in den folgenden Paragraphen finden werden. Er
ergiebt sich ohne jede Rechnung, da ja alle in den gefundenen
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Integralen vorkommenden Gréssen von der Zeit unabhiingig
sind, und daher in den Fundamentalgleichungen die Glieder,
welche wir bei Gewinnung unserer Integrale als sehr klein
vernachliissigt haben, absolut verschwinden, sobald man die
Integrale in die Fundamentalgleichungen substituirt.

Neunte Vorlesung.

§19. Magnetische Erscheinungen, im Falle dass elek-
trische Erscheinungen entweder ganz fehlen, oder sich
bloss auf elektrostatische beschrénken.

Wir haben bisher die Gréssen e, 8, 7 aus den Gleichungen
eliminirt. Es entsteht nun die Frage, in welchen Fillen diese
Grossen von Null verschiedene Werthe annehmen, und zu
welchen Erscheinungen dies Veranlassung giebt.

Aus den allgemeinen Gleichungen D folgt, wenn man die
erste nach z, die zweite nach y, die dritte nach z differenzirt
und sie dann addirt, ganz allgemein:

d dMea dM d(M
) W[ (da;) + (dyﬂ) + (dxr) =0.

Wenn zuniichst bloss elektrostatische Erscheinungen ohne
elektrische Strome vorhanden sind, so ist keine Grosse mit der
Zeit veranderlich; zudem verschwinden in Leitern die Grossen
P+ X, Q+ Y, R+ Z; daher sind nach ¢ die Grossen «, 5,y die
partiellen Ableitungen einer Funktion nach den Coordinaten,
und wir konnen setzen:

— _ 9y — _ 4y _ %y
Bm)  e=-Zp P=—Gy Y=~ T

Stellen wir uns bloss auf den Standpunkt der mit rémischen
Buchstaben bezeichneten Gleichungen, so erhalten wir also:

dy dw) ay

15) d[d(Md:c) a Ty d(Md“)]—o
dt dz + dy + dz -

Es folgt daher, dass die Grosse in der eckigen Klammer,
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welche wir die Dichte des wahren Magnetismus nennen und
mit 7, bezeichnen wollen, mit der Zeit durchaus unverinder-
lich ist, woraus wieder nach dem citirten Riemann’schen
Satze sich ergiebt, dass auch 1 nicht Funktion der Zeit sein
kann. Denn im Unendlichen muss v constant (wir kénnen
sagen gleich Null) sein, und Trennungsschichten fassen wir als
continuirliche Uebergiinge auf, fiir welche die Gleichung 75
ebenfalls gilt.

Falls also vy iiberhaupt Funktion der Coordinaten sein
soll, miissen die betreffenden wahren Magnetismen schon von
aller Ewigkeit her bestanden haben, oder es miissten zu irgend
einer vorhergegangenen Zeit unsere Gleichungen nicht gegolten
haben. Dadurch konnte in gewissen Korpern (den Stahl-
magneten) wahrer Magnetismus entstanden sein, und dieser
miisste so lange fortbestehen, bis wieder eine Zeitperiode
kommt, wo die Gleichungen ungiltig werden. Die Gleichungen
sind dann vollkommen analog mit denen fiir Dielektrica, nur
dass M,e,8,7,y an Stelle von D,P,Q, R, treten.

Wir kénnen daher die magnetischen Erscheinungen wieder
versinnlichen, indem wir annehmen, dass ein positives und
ein negatives magnetisches Fluidum existirt, welche sich in
" den Korpern gerade so verhalten, wie die Verschiebungs-
elektricitit in den Dielektricis. Das Analogon der strémenden
Elektricitat fallt aber beim Magnetismus vollstindig fort.
«,f,y sind die Krafte, welche auf die Einheit des wahren
Magnetismus wirken.

Fiir permanente Magnete unterscheidet sich dieses Bild
von der landliufigen Theorie, nach welcher in solchen die
Magnetismen sehr schwer beweglich sind, insofern, dass der wahre
Magnetismus (natiirlich immer gleich viel positiver und nega-
tiver) irgend einmal hineingekommen ist, wihrend der darin ent-
haltene neutrale Magnetismus denselben Gesetzen, wie im
weichen Eisen, gehorcht. Man n#hert sich der landliufigen
‘Theorie mehr, wenn man in Stahlmagneten M sehr nahe gleich
Eins annimmt, so dass daselbst der neutrale Magnetismus fast
unbeweglich wird, die Luft als unmagnetisirbar vorausgesetzt.
Natiirlich waren dann zur Erzeugung eines kriftigen per-
manenten Magnetismus, welche ja ohnedies in eine Zeitperiode
der Ungiltigkeit unserer Gleichungen fiel, enorme magnetisirende
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Krifte erforderlich. Gerade so wie frither die scheinbare Fern-
wirkung zweier gegebener wahrer Elektricititen dem D, also der
Dielektricitdtsconstante, verkehrt proportional war, so ist jetzt
die zweier gegebener Mengen wahren Magnetismus dem M ver-
kehrt proportional, und wir kénnen die Grosse Mnach Quincke’s
Vorgang die Dimagnetisirungsconstante nennen, da sie der
Dielektricititsconstante vollkommen analog ist.

In der Elektrostatik waren die elektrischen Krifte P, Q, R
natlirlich von dem Werthe der damals angenommenen Zahl
vollkommen unabhingig. Die dielektrischen Polarisationen
aber, welche wir uns im Innern der Dielektrica vorstellten,
waren davon abhingig; sie waren im Standardmedium z. B.
gleich Null, wenn wir daselbst 2 = b = 1 annahmen. Genau
dasselbe gilt auch in der Lehre vom Magnetismus. Wir
miissen da eine dem b analoge Zahl m wihlen und verstehen,
auch wenn die Gleichungen 33m nicht erfiillt sind, unter der
Dichte des freien Magnetismus die Grdsse:

d d d
37m) m= (4o + 48 4 1),
wihrend wir
1 [d(Me) | d(MB) | d(My)
15m) "w—T;[ dz T ay T dx]

die von m unabhingige Dichte des wahren Magnetismus nennen.
In unserem speciellen Falle, wo die Gleichungen 33m
gelten, wird:

35m n=— -4y,

15am) nw=—%[d(M da:)+d Mdy +d de
dx dy dx

Auch die magnetischen Krifte «, 3,y sind von m unabhingig,
nicht aber die magnetischen Polarisationen, welche wir uns im
Innern der Korper denken. Wir bezeichnen die Gleichungen
stets mit derselben Ziffer, wie die entsprechenden der Elek-
tricititslehre und deuten nur durch ein angehiingtes m die
Beziehung auf den Magnetismus an.

Sprechen wir immer nur von der Richtung der Abscissen-
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axe, so ist das magnetische Moment der Volumeinheit ent-
sprechend der Formel 46 gegeben durch

M—-m
46m) el
Denken wir uns m verschwindend, so dass die gesammte magne-
tische Arbeit magnetische Polarisationsarbeit ist und kein
Glied existirt, welches der Verinderung eines Formwirkungs-
potentiales entspriiche, so verwandelt sich das magnetische
Moment der Volumeinheit in die Grosse, deren 4 z faches Max-
well die magnetische Induction nennt und mit a bezeichnet.
Dieselbe ist fiir Luft, wo M =1 ist,

a =,

fir einen anderen Kéorper
a=Ma.

Nimmt man dagegen an, dass die Luft magnetisch un-
polarisirbar sei, und will man nur das magnetische Verhalten
der iibrigen Korper gegen Luft durch deren magnetische Polarisir-
barkeit erkléren, so hat man m =1 zu setzen. Das magnetische
Moment der Volumeinheit, welches man alsdann erhilt, nennt
Maxwell die Intensitat der Magnetisirung und bezeichnet sie
mit 4. Dieselbe ist fir Luft 4, = 0, fir andere Korper:

M-1
4= 47
v. Helmholtz nennt die Grosse 4 einfach das magnetische
Moment der Volumeinheit, bezeichnet sie mit 4 und setzt sie
gleich 3 «. Es ist also:
M-1

.

75) G = yt M=1+4+4x9
und daher
16) c+4nd=a.

Diese Gleichung ist einer physikalischen Interpretation
fahig. Ist ein Magnetpol von der Intensitit 1 in eine Fliissig-
keit getaucht, so wirkt darauf einfach die Kraft «. Dies ent-
spricht vollkommen der v. Helmholtz’schen Annahme, dass,
wenn ein mit wahrer Elektricitit geladener Korper in eine
Fliissigkeit taucht, die in der Abscissenrichtung darauf wirkende
Kraft einfach gleich P multiplizirt mit der wahren Elektricitit
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desselben ist, da die durch dielektrische Polarisation um ihn
herumgeschobene Hiille iiberall mitfolgen kann. Befindet sich
der Magnetpol von der Stirke 1 aber im Innern eines festen
Kérpers, so muss, damit iberhaupt eine Kraftwirkung zur
Beobachtung gelangen kann, rings um denselben ein Loch
gebohrt werden. Da ist nun o nur dann die Kraft, welche
auf einen Magnetpol von der Stirke 1 in der Abscissen-
richtung wirkt, wenn das Loch die Gestalt eines in dieser
Richtung sehr stark verlingerten Cylinders hat, da dann die
an beiden Endflichen des Cylinders durch magnetische Polari-
sation ausgeschiedenen Magnetismen auf den Pol von der
Stiarke 1 eine verschwindende Wirkung ausitben. Die auf der
Mantelfliche etwa erscheinenden Magnetismen aber konnen
ebenfalls in der Richtung der Abscisse keine Wirkung ausiiben.

Ganz andere Consequenzen erhielte man, wenn das Loch
umgekehrt die Gestalt eines Cylinders hitte, dessen Axe pa-
rallel der Abscissenaxe, aber sehr kurz gegen den Querschnitt
wire. Das Loch ist natiirlich mit dem Standardmedium (Luft)
gefiillt zu denken. Dann wiirde, unter der Annahme, m =1,
in der Luft im Innern des Loches keine magnetische Polari-
sation vorhanden sein. In der unmittelbaren Umgebung aber
hitte die Volumeinheit das magnetische Moment 4. Dies hatte
denselben Effekt, als ob die Basis des cylindrischen Loches,
welche wir vom Magnetpol aus gegen die negative Abscissen-
richtung gelegen annehmen, mit magnetischem Fluidum von
der Flichendichte + 4 belegt wire; der Magnetpol liegt
zwischen Basis und Gegenfliche des cylindrischen Loches.
Diese Gegenfliche wire mit magnetischem Fluidum von der
Fliachendichte — 4 belegt zu denken. Da beide Flichen dem
Magnetpole sehr nahe liegen, so findet man leicht, dass sie
die Gesammtkraft 4w 4 auf denselben in der positiven Ab-
scissenrichtung ausiiben. Dazu kommt noch die von aussen
wirkende Kraft «. Bei dieser zweiten Gestalt des Loches wird
also auf den Magnetpol die Gesammtkraft ¢ + 4 # 4 = a wirken
(vgl. Schluss des § 13).

Wir bemerken noch folgendes. Nach Maxwell hat p
auch in der Luft einen von Null verschiedenen Werth u;; auch
Luft enthélt daher unter dem Einflusse magnetischer Krifte
magnetische Energie 7. Diese ist es sogar allein, welche die
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elektrodynamischen und magnetischen Fernkrifte vermittelt.
Wenn man will, kann man sagen, Luft sei nach Maxwell
magnetisch polarisirbar. In unserem Bilde aber ist sie, wenn
man m = 1 setzt, wie auch die alte Fernwirkungslehre annimmt,
nicht polarisirbar. Aber andere Korper, in demen M nicht
gleich 1 ist, sind es, und 4 ist das, was man in der alten
Theorie, welche die Luft als magnetisch unpolarisirbar annahm
und die magnetischen Kriifte daselbst der direkten Fernwirkung
zuschrieb, das magnetische Moment der Volumeinheit des be-
treffenden Korpers nannte; wir konnten es vielleicht das magne-
tische Moment relativ gegen Luft nennen. Fiir einen Ring
oder einen diinnen langen Cylinder, dessen Axe der Abcissen-
axe parallel ist, ist diese Grosse:
M-1

AL='}“¢1=—”4" Cay

wobei «, die magnetische Kraft ist, die dort wirkt, nachdem
der Ring oder Cylinder entfernt wurde. Bringt man an die-
selbe Stelle des Feldes einen sehr kurzen Cylinder mit gleich-
gerichteter Axe, und bezeichnet den Werth von 4, welcher in
dessen Innern sich bildet, mit 4o, so kommt in seinem Innern
zur Kraft ¢, noch — 4 x4, hinzu, daher wird

dg= (g —4nd) =, M

Es kann also M als der Quotient 47 /A4y bezeichnet werden.
Bringt man in dasselbe Feld eine Kugel aus gleicher Sub-
stanz, so liegt fiir dieselbe 4 zwischen 4, und 44, wortiber
die bekannte Magnetisirungstheorie das Nihere lehrt.

Wir wollen im folgenden zunichst immer m = 1 setzen
und erhalten dann fiir die Dichte des freien Magnetismus:

1 (d d d 1
35m) u. 37m) ﬂ,:n(ﬁ+£+g§)= ~Lay,

wobei .
n.dt
36m) y=[ >

ist. 'Wir wollen nun Curven (die Magnetkraftlinien, besser
Linien der magnetischen Induction) ziehen, welche tiberall die
Richtung des Vektors M«, M3, My haben, und zwar in
solcher Dichte, dass die durch die Flicheneinheit senkrecht

Boltzmann, Vorlesungen, Il 1
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hindurchgehende Zahl 3 dieser Curven gleich der Grisse dieses
Vektors ist.

Die Menge wahren Magnetismus in einem Volumelemente
dt ist nach Formel 15m):

1 d(Mo) , d(MB) , d(My)
n.adr—adt[ +-ay T ]

dx dx

Die Anzahl der Kraftlinien also, welche in dem Volumelemente
dt ihren Ursprung nehmen (Ueberschuss der austretenden iiber
die eintretenden) ist 4 w7, dr. Wo kein wahrer Magnetismus
ist, konnen Kraftlinien weder entspringen noch enden. Zwischen
den wahren Magnetismusmengen m, und m', wirkt in einem
Medium, wo M constant ist, die Kraft:

mw m,w

Mg )

Durch den wahren Magnetismus (Magnetpol) m, sollen in der
Distanz ¢ die Werthe v, @, £, 7, bedingt werden. Dann ist:

54m) my e =

m

w mw
Yp = Mg’ MVe? + B* + 7* = —-

¢

Die Anzahl der Kraftlinien, welche von dem Magnetpole m,
ausgehen, ist Z=4xn/y,dr =4am,.

Die Annahme, dass unsere Gleichungen zu gewissen Zeiten
nicht giltig seien, welche allein ein Entstechen von wahrem
Magnetismus erméglicht, scheint auf den ersten Anblick ziemlich
plausibel; einerseits gelten dieselben tiberhaupt nur fiir runhende
Kérper; dies freilich nifitzt uns nichts, da, wie wir sehen
werden, auch die Maxwell’schen Gleichungen fiir bewegte
Kérper keine Moglichkeit einer Entstehung von wahrem Magnetis-
mus offen lassen. Aber es ist andererseits bekannt, dass diese
Gleichungen fiir viele magnetisirbare Korper, und zwar gerade
fiir die wichtigsten, einer wesentlichen Correction bediirfen,
da fir diese die Gleichungen aufhoren, linear zu sein. Trotz-
dem hat es sein Bedenkliches, einen so wichtigen Begriff, wie
den des Magnetismus, lediglich auf die Annahme der Ungiltig-
keit der Maxwell’schen Gleichungen in gewissen Fillen zu
basiren. Dies gilt noch mehr, wenn man sich auf den in der
ersten Vorlesung eingenommenen mechanischen Standpunkt
stellt, wo das Verschwinden alles wahren Magnetismus un-
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mittelbar aus den Gleichungen 5 folgt, welche sogar die De-
finitionsgleichungen der Grossen e, (3, y sind.

Diese Schwierigkeit wird vollkommen vermieden, wenn
man die Ampére’sche Hypothese der Molekularstrome auf
die Maxwell’sche Theorie fibertrigt. Nach dieser giebt es
Magnetismus ohne elektrische Strome tiberhaupt nicht. Die
magnetischen Eigenschaften der Stahlmagnete haben ihre Ur-
sache in elektrischen Stromen, welche die Molekiile derselben
umkreisen.

Trotzdem wollen wir zunichst, um die mdoglichste Allge-
meinheit zu erhalten, bloss die Gleichungen D, nicht die spe-
cielleren 5 als giltig voraussetzen und daher das Vorhanden-
sein von wahrem Magnetismus an gewissen Stellen nicht aus-
schliessen, der sich aber mit der Zeit nicht #ndern kann.
Spater konnen wir denselben immer wieder gleich Null setzen.

§ 20. Magnetische Erscheinungen bei Vorhandensein
stationdrer Stromungen, abgeleitet unter Annahme
der Existenz von wahrem Magnetismus.

Wir betrachten nun den Fall stationérer Stromung. Fiir
dieselbe ist nach Gleichung 28 p = LZ(P + X), und wir sahen,
dass X, ¥, Z, P, @, R nicht mit der Zeit veréinderlich sind.
Die Differenz der beiden letzten der Gleichungen C, erstere
vorher partiell nach z, letztere nach y differenzirt, liefert:

47 (dr d ap
A“=—iﬂ—(ﬁ—y_ )+da;(d:c+ +dx)
woraus folgt:
7) o=e, + o,
wenn
1 (d dr
18) — (dz L
33m) @=—2Y,

gesetzt wird. Analoge Gleichungen gelten fiir die y- und z-Axe.
Dabei ist

9,d
36m) w=f%={——+‘”’+ 25,
7*
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da
1 jde , df _ dy
87m) w=z 7 +af + &)

ist. 1 (das magnetische Potential) ist vollkommen analog
dem elektrostatischen Potentiale . Dagegen kommen die
Glieder mit p, ¢, 7 neu hinzu. Es sind dies die sogenannten
Vektorpotentiale, welche durch folgende Gleichungen definirt
sind:

- dt - gdr — rdr
79) P=pr, q=f—9—, 7'=fe .

Wenn wir die Giltigkeit der Gleichungen 5 nicht voraus-
setzen, also die Moglichkeit von wahrem Magnetismus anneh-
men, so sind e, B, y die Krifte, welche auf die wahre Magne-
tismusmenge eins in den Coordinatenrichtungen wirken, was wir
schon frither fir den Fall nachgewiesen haben, dass nur
Magnetismen wirksam sind. Da nun diese Krifte nur vom
Zustand der unmittelbaren Umgebung, nicht aber davon ab-
hangen konnen, wie dieser Zustand erzeugt wurde, so muss
dies auch gelten, wenn er durch elektrische Stréme hervor-
gerufen wird, sobald nur der wahre Magnetismus ruht und
an der betreffenden Stelle selbst keine elektrischen Strome
vorhanden sind.

Wiren diese Bedingungen nicht erfiillt, so hitte schon
die unmittelbare Umgebung der Magnetismusmenge eire an-
dere Beschaffenheit, als sie beim Beweise vorausgesetzt wurde;
es miisste also dieser noch gefiihrt werden. Schliessen wir
die Moglichkeit von wahrem Magnetismus aus, so hoéren die
Formeln 77, 78, 33m, 36m, 37m, 79 nicht auf, richtig zu
sein, nur dass immer 7, = 0 ist; aber die physikalische Be-

deutung von «,f,y muss erst gefunden werden. Dann kann
man auch schreiben:

1 daM dM dM
80) =iy eE rp 2N

dx

Es ist dies der in Folge der magnetischen Kriifte der elektri-
schen Stréme dort, wo M variabel ist, respektive an der
Grenzfliche zweier Korper von verschiedenem #, frei werdende
Magnetismus, ausser welchem iiberhaupt weder freier noch
wahrer Magnetismus existirt. Die Bedeutung der Vektor-
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potentiale ist eine sehr bekannte. Trotzdem will ich hier der
Vollstandigkeit halber dieselbe in Erinnerung zuriickrufen.

1. Wir nehmen an, wir hitten nur lineare Strome. Sei
d s’ ein Léngenelement eines solchen z’, y’, z” dessen Coordinaten,
dz', dy’, dz' dessen Projektionen auf die Coordinatenaxen, 3z’
die daselbst herrschende elektrostatisch gemessene Strominten-
sitit, ¢ der Querschnitt des Stromleiters und ¢ dessen Ent-
fernung von dem Punkte mit den Coordinaten z,y,z, wo«, 3,y
gesucht werden, endlich seien:

=2 ¥y

’ - ’ -

% — %'

@
die Richtungscosinus von g, dieses von dz gegen den Auf-
punkt hin gezogen, und:

_ d wl _ d yl _ d zl
A= F=Gg Y=gy
die Richtungscosinus von ds’, letzteres in der positiven Strom-
richtung gezogen. Dann ist:
i’k i iy

= Tr =
s * 1= v

dr=oc0ds, p=

Wir sahen, dass bei Anwendung des anderen, zum Schluss
des § 7 erwithnten Maasssystems p =p,. .k, ¢ =gqn.h, r =14.h
ist. Bezeichnen wir die in jenem anderen Maasssysteme ge-
messene Elektricititsmenge, die in der Zeiteinheit durch den
Querschnitt geht, also die in jenem anderen Maasssysteme
gemessene Stromstirke mit ¢, so ist also auch:

81) i=d.h.

Wir erhalten zunichst bei Anwendung des -elektrostatischen
Maasses nach Formel 78:

i =5 L5 my— np) = 5[ Sl =914~ e=2)dy ).
Dabei ist «, die Kraft, welche auf einen Magnetpol von der
Intensitit 1 in der Abscissenrichtung wirkt.

Wir haben also in dem Bilde weiter anzunehmen, dass
jedes Stromelement ds’ auf die Einheit des Magnetismus eine
Kraft ausiibt, die senkrecht steht auf der Ebene g, ds’ und
deren Intensitit:
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2’ d 8’ gin (g, ds’)
82) oL m-ef—--
ist (vgl. I. Theil, Art. 90).

Diese Kraft ist unabhingig von der Natur des Korpers,
in welchem sich das Stromelement und der Magnetpol be-
finden.

Substituiren wir in dem Ausdruck 82 den Werth 81,
so folgt:

h.i/.ds"sin(g, ds’)
Bl

Man sagt, die Stromstirke ist in magnetischem Maasse

gemessen, wenn sich dieser Ausdruck auf:

i'd s sin (g, ds’)
QS
reducirt. Um das magnetische Maass zu erhalten, muss man
also in den mit 4 bezeichneten Formeln des § 7 die Grosse %
gleich ¥, d. i. der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektri-
schen Wellen in der Luft setzen. Die magnetische Einheit der
Elektricitit E, dividirt durch die elektrostatische Z,, beide in
Luft gemessen, giebt:

1
T

also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen Wellen
in Luft. Hieraus folgt, dass die Zahl {, oder ¢,, welche eine
Stromstirke, resp. Elektricititsmenge im elektrostatischen Maasse
ausdriickt, dividirt durch die Zahl Z, oder e,, welche dieselbe
Stromstirke, resp. Elektricititsmenge im magnetischen Maasse
ausdriickt, gleich 3.10° ist und dass die Dimensionen der
magnetisch gemessenen Elektricititsmenge gleich denen der
elektrostatisch gemessenen dividirt durch eine Geschwindig-
keit sind.

Was die Richtung der Kraft, die das Stromelement auf
den Magnetpol ausiibt, anbelangt, so ist sie die der posi-
tiven z-Axe, wenn sich das Stromelement im Coordinaten-
ursprung befindet und die Richtung der positiven z-Axe hat,
wihrend der Magnetpol auf der positiven y-Axe liegt. KEs
wird also in der That positiver Magnetismus nach der Linken
des Ampeére’schen Schwimmers abgelenkt, sobald man die
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positive Abscissenaxe von uns aus nach rechts, die positive
y-Axe nach hinten, die positive z-Axe nach oben zieht. Auf
+ der Schultafel geht daher die positive z-Axe von der Linken
gegen die Rechte der Zuhorer, die positive y-Axe von der
Tafel gegen das Auditorium, die positive z-Axe nach oben.
(Franzosisches Coordinatensystem, Hopfencoordinatensystem).
fiir ein Auge, das sich dort befindet, wohin die positive z-Axe
zeigt, gelangt man im Sinne des Uhrzeigers auf kiirzestem
Wege von der +y- zur + z-Axe) Fir das durch das
Spiegelbild dargestellte Coordinatensystem miissten entweder
alle sechs Ausdriicke, welche die Form haben:

48 _dy 4 4E _dQ

dz dy dy  dz
in den Grundgleichungen das entgegengesetzte Zeichen er-
halten, oder es miisste, sei es freier und wahrer Magnetis-
mus, sei es freie und wahre Elektricitit, aber nicht alle vier

gleichzeitig, entgegengesetzt bezeichnet werden.

Zehnte Vorlesung.

§ 21. Magnetische Kriifte eines Elementarstromes und
eines Solenoides.

Wir wollen nun die Werthe von «, 3, berechnen, welche
durch einen sehr kleinen ebenen elektrischen Strom an irgend
einer Stelle des Raumes (dem Aufpunkt) bedingt werden, und
welche wir, falls wir wahren Magnetismus zugeben, als die
Krifte ansprechen konnen, die der Strom auf einen im Auf-
punkte befindlichen Nordpol 1 ausiiben wiirde. Sei der Auf-
punkt Coordinatenanfang und die zy-Ebene parallel der Strom-
ebene; der Strom fliesse in dem Sinne, wie man von der
+ z-Axe auf kiirzestem Wege zur 4 y-Axe gelangt, also von
der + z-Seite aus gesehen im Sinne des Uhrzeigers. Ferner
sei O’ ein Punkt der vom Strome umflossenen Fliiche, die
z-Coordinate dieses Punktes sei p, die y-Coordinate sei Null,
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und die z-Coordinate q. z'=p + &, y'=19, z'= q seien die
Coordinaten eines Elementes ds’ des Stromes. Dann wird:

@ =320l _‘if__d_(L)
1= " 3 dq\ P
f=0,
_Aaf(_ L ,ﬁ)__iii(ﬁ_)
"l‘m( st )= "9 a\#)

f ist die vom Strome umflossene Fliche und ¢=0 0’. Wir ziehen
von O eine Normale zum Stromkreise nach der Richtung, von
wo aus gesehen der Strom im Sinne des Uhrzeigers fliesst,
und schneiden darauf ein unendlich kleines Stiick 0’ 0”"=4
ab, ferner denken wir uns in O’ die magnetische Masse:

83) m =%—§‘ ’

in' 0” die gleiche, aber entgegengesetzt bezeichnete Masse.
Dann sind «,,B,,7, die Krifte, welche diese beiden Massen
auf eine magnetische Masse + 1 im Aufpunkte ausiiben wiir-
den, wenn + m dieselbe mit der Kraft m/O 0’2 abstosse, — m
sie nach demselben Gesetze anzdge.

Dies gilt offenbar unabhingig von der Lage des Coordinaten-
ursprungs. Sind daher nunmehr wieder z,y,z die Coordinaten
des Aufpunktes M, und bezeichnet man mit:

m m
84) VY=0u " O
das Potential der Massen 4 m und — m auf derselben, so ist:
85) “1=—%Z'7 191:—%’ 71=_%’
Man iiberzeugt sich leicht, dass:

der Gesichtswinkel ist, unter dem von M aus gesehen der
Stromkreis erscheint, daher kann man schreiben:
)
v="9 -
® ist positiv, wenn fiir ein in M befindliches Auge der Strom
dem Uhrzeiger entgegenfliesst. ® ist gewissermaassen die An-
zah]l der Sehstrahlen, die von der Seite, wo der Strom dem
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Uhrzeiger entgegenfliesst nach der anderen durch den Strom
hindurchgehen. Hat man statt eines kleinen ebenen Stromes
eine Reihe gleicher, siquidistanter, perlschnurartig angeordneter
Stréme, ein Solenoid, wo N Strome auf die Lingeneinheit ent-
fallen, so kann man setzen: 0 = 1/#. Denkt man sich dann
an demjenigen (dem positiven) Ende O’ des Solenocid, wo fiir
den ausserhalb desselben stehenden Beschauer der Strom dem
Uhrzeiger entgegenfliesst?), die magnetische Masse 4 m, am
andern Ende Q die Masse — m, wobei wieder m = ¢ fN/¥
ist, bezeichnet man ferner den Aufpunkt wieder mit M und
setzt:

1 1
86) v =5y — ),
so ist wieder im Punkte M:
d d d
R TRt TEEEL

Alle diese Formeln gelten, da die hier gebrauchte Magnetis-
menge m bloss zur geometrischen Deutung diente, auch un-
verindert, wenn 7, gleich Null ist; nur dass dann wieder be-
ziiglich der physikalischen Bedeutung von ¢,, 8,, 7, auf spiter
verwiesen werden muss.

Wir setzen voraus, dass das Princip der Erhaltung des
Schwerpunktes und das Flichenprincip fir die ponderabeln
Korper allein gilt, als ob kein Aether vorhanden wire, dass
also der Aether weder ein erhebliches Moment fortschreitender,
noch rotirender Bewegung erhilt.

Nach diesem Princip, welches wir das Princip der Gleich-
heit der Wirkung und Gegenwirkung der ponderablen Korper
nennen wollen, muss im leeren Raume, in Luft und in allen
Ko6rpern, welche die Wirkung der elektrischen und magneti-

1) Da es iiblich ist, den Nordmagnetismus als den positiven zu be-
zeichnen, so behalten wir in diesem einen Punkte diese Festsetzung con-
sequent bei, obwohl sie nicht zu unsern sonstigen passt; denn wir be-
zeichnen sonst die Seite, wo der Strom wie der Uhrzeiger za fliessen
scheint, als die positive. Bei Anwendung des englischen (Wein-) Coordi-
natensystems wiirde sie zu den iibrigen passen, doch ist dann der Uebel-
stand, dass, wenn die z-Axe nach rechts (also wie wir schreiben) in der
Tafel und die xy-Ebene, wie es fiir die Darstellung von Fliichen bequem ist,
horizontal gelegt wird, der Zuschauer, wenn er vor der Tafel steht, nicht
in den durchaus positiven Raumoctanten kommt.
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schen Krifte nicht erheblich beeinflussen, fiir die scheinbaren
Fernkrafte Wirkung gleich Gegenwirkung sein.

Wenn wir daher auch nicht behaupten kénnen, dass jeder
Magnetpol m’ auf jedes Stromelement eine Kraft ausiibt, welche
dem m'-fachen der durch Gleichung 82 bestimmten gleich,
aber entgegengesetzt gerichtet ist, so muss doch die Gesammt-
kraft, welche wahre Magnetismen, falls deren Existenz an-
genommen wird, auf einen geschlossenen Strom ausiiben, immer
dieselbe sein, als ob jenes der Fall wire. Ebenso muss in
dem zuletzt betrachteten Falle der Magnetpol m’, dessen Co-
ordinaten z,y,z seien, auf ein in der Entfernung ¢ befind-
liches positives Solenocidende mit den Coordinaten z’, y’, 2
Krifte ausiiben, deren Componenten in den Coordinaten-
richtungen sind:

CfN@ —2) [Ny —y) IfNR' —3)
Ei] 98 ’ 1) es ’ i) 98 *
Die Kraft ist also dieselbe, als ob das Solenoidende ein
Magnetpol von der Intensitit i’ f NM|¥ = ¢',,f N M wire, wobei
¢ die im elektrostatischen, ¢, die im elektromagnetischen
Maasse gemessene Stromintensitit ist.

§ 22, Magnetische Krifte eines beliebigen Stromes aus
denen eines Elementarstromes berechnet.

Um die Werthe «,f3,y, die durch einen beliebigen ge-
schlossenen Strom von der elektrostatisch gemessenen Inten-
sitdt ¢ bedingt werden, zu finden, construiren wir eine beliebige
Flache 7, welche rings von dem geschlossenen Strome um-
grenzt wird, und darauf in bekannter Weise unendlich viele,
unendlich kleine geschlossene Stromchen, die sich im Innern
der Flache iiberall aufheben, an deren Rande aber zum
gegebenen elektrischen Strome vereinigen. Jedes dieser
Stromchen kénnen wir durch einen Nordpol in dessen
Inneren und einen Siidpol in der Distanz & in der positiven
Normalenrichtung davon entfernt ersetzen; alle zusammen,
folglich auch den ganzen urspriinglich gegebenen Strom also
dadurch, dass wir die Fliche 7 gleichmiissig mit Nordmagne-
tismus und eine unendlich nahe, iiberall in der Distanz d
befindliche mit genau gleich viel Siidmagnetismus belegt denken;
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die Flichendichte des Magnetismus muss dabei i/PJ sein.
v ist dann das Potential aller dieser Magnetismen auf die
Magnetismusmenge Eins im Aufpunkt, wobei als Potential der
Magnetismen m und m’ der Ausdruck mm’[/p ohne weiteren
Faktor zu verstehen ist, und es ist:

Auch fiir die Giltigkeit dieser Formeln ist es vollkommen
gleichgiltig, ob wir die Existenz von wahrem Magnetismus
zugeben oder nicht; die hier fingirten Magnetismen sind ja
nur geometrische Hilfsbegriffe fiir die Rechnung.

1 kann auch als der mit der magnetischen Stromintensitit
im = /¥ multiplizirte Gesichtswinkel » definirt werden, unter
dem der geschlossene Strom vom Aufpunkt aus betrachtet er-
scheint. ® ist wie bei einem unendlich kleinen Strome mit
positivem Zeichen zu nehmen, sobald der Strom vom Auf-
punkt aus betrachtet dem Uhrzeiger entgegenfliesst, dagegen
mit negativem, wenn er wie der Uhrzeiger fliesst, sobald der
Zahlenwerth von o kleiner als 2 ist.

Geben wir die Existenz von wahrem Magnetismus zu, so
wirkt auf die wahre Magnetismusmenge m, in der Abscissen-
richtung die Kraft «.m,. Da von m, nach allen Richtungen
4 m, Kraftlinien ausgehen, so ist @ = Z/m,, wobei Z die
Anzahl der Kraftlinien vorstellt, welche der Pol m, durch den
geschlossenen Strom hindurchsendet, und zwar von der Seite,
von wo aus gesehen der Strom dem Uhrzeiger entgegenfliesst
nach der anderen hin. Daher wird:

1 Z
V= m, B '

Die Kraft, welche auf die Magnetismusmenge m, in der Ab-
scissenrichtung wirkt, ist:

_ dy _ i dZ
X =My =~ % 4z
Wiirde der Strom im magnetischen Maass gemessen, so wire:
. dZ
X = — lm—d7 .

Analoge Ausdriicke gelten fir die Krifte, welche in der
Richtung der y- und z-Axe wirken. Die Arbeit, welche die
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scheinbar auf den Magnetismus wirkenden Krifte bei einer
Bewegung desselben leisten, ist daher gleich der Abnahme der
Grosse iZ/¥.

Wiren beliebig viele Magnetpole vorhanden, so wire die
Arbeit bei einer beliebigen Bewegung derselben

87) §d4=— 5037,

wobei X7 die Gesammtzahl der Kraftlinien ist, welche alle
Magnetpole durch den Stromkreis schicken; 6 2'Z ist der Zu-
wachs von X' Z.

Nach dem oben erwihnten Principe der Gleichheit der
Wirkung und Gegenwirkung ist auch umgekehrt bei einer
Lageniinderung des Stromkreises die Arbeit der scheinbar auf
ihn wirkenden Krifte durch die Formel 87 gegeben. Eine
Deformation des Stromkreises miisste man sich dabei durch
eine Verschiebung mehrerer Stromkreise ersetzt denken,
welche sich, wie die frither benutzten Elementarstromchen, an
allen Stellen, wo sie nicht mit dem urspriinglich gegebenen
Strome zusammenfallen, aufheben. Der Zuwachs der letzteren
Grosse stellt auch dann noch die Arbeit der scheinbar auf
den Stromkreis wirkenden Fernkriifte dar, wenn die Kraftlinien
von anderen Strémen herrithren, da ja fiir die Kriifte, welche
auf den Stromkreis wirken, wieder nur der Zustand der un-
mittelbar benachbarten Partien des Aethers maassgebend ist,
gleichgiltig, woher «,(,y stammen.

Die Anzahl der Kraftlinien, welche durch einen ge-
schlossenen Stromkreis gehen, ist:

2Z= fMdo[ecos(nz)+ fcos(ny) + 7 cos(nz)],
wobei do wieder ein Flichenelement einer beliebigen, durch
den Strom begrenzten Fliche 7, n die in der Richtung, in
welcher die Kraftlinien durch die Fliche hindurchgehen, ge-
zogene Normale ist. Diese Formel ist natiirlich wieder davon
unabhiingig, ob man wahren Magnetismus annimmt oder nicht.

Wird das Feld speciell durch einen zweiten geschlossenen
Strom §" mit der Intensitit ' erzeugt, stammen also «, g,y
von diesem her, so ist nach der Formel 78:

«=-L (d_q___if)
T \ds dy/’
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und wenn M constant ist, wird nach dem Stokes’schen Satze
(vgl. 1. Th., Art. 76):

Sg=— % [aspi+qu+v),

wobei ds ein Linienelement des ersten Stromkreises, 4, u, v
dessen Richtungscosinus sind.

Bezeichnet man mit ds’ ein Linienelement des zweiten
Stromkreises §’, mit 4’, u’, 7" dessen Richtungscosinus, und mit
¢ die Entfernung zwischen ds und ds’, so ist:

;_,-'fl"%i’,, 7= ,fu ds’ ;_,-ffz’d*"
- e’ - e ’ - e '’
Sz _ Me ff ocdsds’

wobel 6 = A4+ pu'+ vv' der Winkel der beiden Elemente
ds und ds’ ist.

Die Arbeit, welche die scheinbar zwischen den Strom-
kreisen wirkenden Fernkrifte leisten, ist also gleich dem Zu-
wachse der Grosse:

88) _% — X Mj‘f«rdsds )

Wenn dieser Zuwachs positiv ist, heisst dies, dass die
Verschiebung in der Richtung stattfindet, in welcher die schein-
baren Fernkrifte wirken. Fiir das magnetische Maass der
Stromintensitét tritt wieder an Stelle des Faktors 1/¥? die
Einheit.

Die Krifte, welche gleiche Stréme in verschiedene Fliissig-
keiten getaucht auf einander ausiiben, sind dem M derselben
direkt proportional, wenn im Innern der Drihte durch die
Strome kein freier Magnetismus erregt wird, also das M im
Innern der stromfiihrenden Drihte ohne Einfluss ist. Letzteres
konnte eintreten, wenn der stromfithrende Draht ein dicker
Eisendraht wiire, der sich an gewissen Stellen selbst solenoid-
artig umschlingen wiirde.

Wir sahen, dass die Wirkung wahrer Magnetismen in
verschiedenen Fliissigkeiten dem M verkehrt proportional ist.
Die von Stromen auf wahre Magnetismen aber ist von M un-
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abhiingig. Ueber die Ableitung des Ampére’schen Gesetzes
aus dem Ausdrucke 88 vgl. I. Th., Art. 92.

Wire M variabel, so kimen dazu noch die Krafte, die
von den Magnetismen herrithren, welche durch die von diesen
Strémen erzeugte magnetische Polarisation dort frei werden,
wo M variabel ist, oder einen plétzlichen Sprung macht.

Elfte Vorlesung.

§ 23. Magnetische Energie des Feldes.

Wir wollen nun noch den Ausdruck fiir die Energie des
Feldes aufsuchen, welche durch das Zusammensein von elektri-
schen Stromen mit anderen, oder, falls wir wahren Magnetis-
mus zugeben, auch mit wahren Magnetismen bedingt ist. Zu
diesem Zwecke stellen wir uns folgendes Problem. Wir haben
ein beliebiges Magnetfeld, welches durch beliebige andere
stationdre Strome, vielleicht auch durch wahre Magnetismen,
wenn wir deren Existenz zugeben, hervorgerufen ist. Vermége
dieser Ursachen sollen in einem Aufpunkte mit den Coordi-
naten z,y,z die Grossen «,(,y bestimmte Werthe haben, die
wir einfach ohne jeden Index bezeichnen. In dieses Feld soll
ausserdem noch ein geschlossener linearer elektrischer Strom
8 von der Intensitat ¢ gebracht werden. Whire er ‘allein vor-
handen, so wiirden «,f,y im Aufpunkte die Werthe haben:

oy = —_‘cii%’ B, = —%7 = _%%7
wobei ¢ =iw/P und » ganz wie frither der Gesichtswinkel
ist, unter dem der Stromkreis vom Aufpunkte aus betrachtet
erscheint; das Zeichen von ® bestimmt sich wie dort. Die
gesammte Energie des Feldes ist nach Formel B:

M M
7= @+ prrdr+ [+ B2+ 7Y de

M
+f—47(““1+ BB+rr)dz.
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Wenn weder das Feld noch der Strom verindert wird, son-
dern bloss der letztere sich im Felde bewegt, so dndern sich
die beiden ersten Integrale rechts nicht, sondern bloss das
dritte, welches wir mit i. 2 bezeichnen wollen.

Die Funktion 1, deren negativen Ableitungen ¢, 8,, 7, sind,
ist mehrdeutig, da durch den Stromkreis der unendliche Raum
zweifach zusammenhiingend geworden ist. Sie wird eindeutig,
wenn wir den Raum durch eine beliebige Fliche F, welche
vom Stromkreise umrandet wird, durchschneiden. Dann liefert
die partielle Integration:

2= 4—,l,ifdo MTecos (nz) + £ cos (ny) + 7 cos (n2)] (w, — w,)

1 d(Me d(M aM
+mf“’d’ [ (da: : + Eiyﬂ)_}- fle)]_

Dabei ist do ein Flichenelement der Fliche 7, n dessen Nor-
male, w, der Werth von » unmittelbar an do auf der posi-
tiven, @, auf der negativen Seite der Normalen. Ziehen wir
daher die Normale nach jener Richtung hin, wo sich das Auge
befinden muss, damit der positive Strom wie der Uhrzeiger
fliesst, so ist w,= 2%, w,= — 27, und ® nimmt ab, wenn
man sich von der negativen Seite der Normalen aussen um den

Strom herum, ohne die Fliche # zu durchsetzen, bis zur posi-
tiven begiebt. Daher ist w,— @,= — 4=, und wir erhalten:

Q= — _:n_fMdo[wcos(nz)+ﬂcos(ny) + 7 cos(n2)]
1 dMa) | d(MP) d(My)
+ 47[”[0)(11 [ dz + dy + dx ]'
Hier ist:

89) S Mdo[ecos(nz)+ fcos(ny) + ycos(nz)] =27

die Anzahl der Kraftlinien, welche durch die Fliche # von
der negativen gegen die positive Normalenseite hindurchgehen.
Ist nun das Feld nicht durch andere Stréme, sondern bloss
durch wahre Magnetismen erzeugt, so sitzt in jedem Volum-
elemente dz, wo der Ausdruck:

d(Me) d(Mp)
[d:v + dy

nicht verschwindet, die wahre Magnetismusmenge:

d(My)
dx

+
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dr [d(Ma) | d(MB) , d(My)

-47:[ dz + dy + dxz |’
von welcher

dr [d(Ma) d(Mm + d(dlliy)]

Kraftlinien ausgehen
wdz [d(’lla) d(Mﬂ) + d(Mr)]

ist daher dle Zahl der Kraftlinien, Welche alle wahren Magne-
tismen durch die Fliche F hindurchschicken, und zwar von
der Seite, wo der Strom dem Uhrzeiger entgegenfliesst, nach
der anderen hin, also von der negativen gegen die positive
Normalenseite. Dieser Ausdruck muss daher dem Aus-
drucke 89 gleich sein, da er dieselbe Anzahl von Kraftlinien
darstellt. Hieraus folgt 2 = 0. Dem Zusammensein eines
Stromes mit wahrem Magnetismus entspricht daher keine
Energie des Feldes. Werden ein elektrischer Strom von un-
veréinderlicher Intensitit und wahre Magnetismen gegen ein-
ander bewegt, so wird die hierzu erforderliche Arbeit nicht
dem Energievorrathe des Mediums entnommen, resp. kommt
ihr zugute, sondern der Energiequelle, welche den elektrischen
Strom treibt. Sind dagegen keine wahren Magnetismen vor-
handen, so wird

iQ=— %f]!’[do[acos(nz) + fcos(ny) + y cos(nz)]
90) :
? )/
= ——5’724

(vgl. Formel 89).

Die Arbeit der Krifte, welche von Stromen scheinbar auf
Magnete ausgeiibt werden, ist bei Bewegung der letzteren nach
Formel 87 gleich der Abnahme der Grisse i 2 Z/¥. Dieselbe
Grosse giebt daher umgekehrt die Arbeit bei Bewegung der
Strome im Felde, und zwar nicht bloss, wenn dieses durch
wahre Magnetismen, sondern a.uch wenn dasselbe Feld durch
andere Strome erzeugt wird. Werden daher Stréme relativ
gegen einander bewegt, so wichst die Energie des Mediums
um einen Betrag, der genau gleich der Arbeit der Krifte ist,
welche diese scheinbar aufeinander ausiiben. Letztere Arbeit
ist aber wieder dem Zuwachs der sichtbaren lebendigen Kraft
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(oder Arbeit) gleich. Daher muss jetzt den elektromotorischen
Kriiften, welche die Strome treiben, doppelt so viel Energie
entnommen werden. Die Hilfte kommt sichtbar zum Vorschein,
die andere Halfte wird in unsichtbare Aetherenergie verwandelt.

Bei zwei nahen gleichlaufenden kreisformigen Stromen z. B.
gehen die Kraftlinien des einen in negativer Richtung durch den
andern. Werden beide Stréme einander genshert, so nimmt
der Absolutwerth von X'Z zu, mit Riicksicht auf das Zeichen
nimmt also ='Z ab, demnach die Mediumenergie nach Formel 90
zu. Aber auch die sichtbare Energie nimmt zu; die Strome
bewegen sich mit Beschleunigung gegeneinander oder leisten
sichtbare Arbeit. Beide Energiezuwiichse miissen von den elektro-
motorischen Kriaften bestritten werden, welche die Strome
treiben. Werden deren Intensititen constant erhalten und sind
ausserdem keine anderen sichtbaren Bewegungen vorhanden,
8o haben diese elektromotorischen Krifte keine Energie zu be-
streiten ausser diesen Energiezuwichsen und der Joule’schen
Wiérme.

Man sieht daraus, dass die Berechnung der ponderomo-
torischen Krifte aus der Energie des Mediums nur dann ge-
stattet ist, wenn, wie in der Elektrostatik und bei der Wechsel-
wirkung wahrer Magnetismen, keine andere Energiequelle vor-
handen ist.

§ 24. Ableitung der magnetischen Erscheinungen,
ohne die Annahme der Existenz von wahren
Magnetismen.

Wir sind in der Ableitung aller dieser bekannten Lehr-
siitze wesentlich dem Ideengange Hertz' gefolgt. Diese Be-
weisfihrung ist ohne Zweifel richtig, giebt aber kaum einen
klaren Einblick in den inneren Zusammenhang. Vollkommen
erschépfend kann die Theorie der ponderomotorischen Krifte
natiirlich erst in der Elektrodynamik bewegter Korper gleich-
zeitig mit der Elektrostriction im allgemeinsten Sinne des
Wortes, d. h. der Lehre von den Druckkriften und den De-
formationen, welche durch elektrische und magnetische Krifte
entstehen, behandelt werden.

Doch will ich schon hier darauf hinweisen, welch tiefen
Boltzmann, Vorlesungen, II. 8
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Einblick in den inneren Zusammenhang dieser Thatsachen
Maxwell’s mechanisches Modell gewihrt, und zwar will ich
mich dabei der Form bedienen, die ich dem Modelle im
1. Theile dieser Vorlesungen gab.

Die Krifte, welche an den beiden Kurbeln der Fig. 4
der vierten Vorlesung daselbst, oder besser an den beiden
Riemenscheiben des Apparates auf Tafel II wirken, stellen
die beiden elektromotorischen Kriifte dar, welche die beiden
Strome treiben. Der einfachste Fall ist der, dass beide Strome
parallel, gleich stark und entgegengesetzt gerichtet sind. Dann
dreht sich das Rohr, welches die mittlere Masse m, trigt,
nicht. Beiungeindertem Selbstinductionscoefficienten der beiden
Stromkreise bedingt eine Vergrosserung der Entfernungen r, und
ry der beiden anderen Massen m, und m; von der Axe eine
Annsherung von my, also Verkleinerung des wechselseitigen
Inductionscoéfficienten, entspricht also einer Entfernung der
beiden parallelen, entgegengesetzt gerichteten Strome von
einander. Dabei wird von der scheinbaren Abst.ossung der-
selben Arbeit geleistet.

Gerade so werden im Modell die Féden, welche an m
und m, befestigt sind und z. B. durch Gewichte gespannt sein
konnen, hineingezogen, also die Gewichte, welche sichtbare
ponderable Massen darstellen, gehoben, oder ihre lebendige
Kraft erhoht. Die elementarste Ueberlegung zeigt nun, dass
auch im Modelle, wenn man die Winkelgeschwindigkeiten,
welche die Stromstéirken darstellen, constant erhilt, die Kriifte,
welche die Kurbeln treiben, doppelt so viel Arbeit leisten, als
zur Hebung der Gewichte nothwendig ist. Die andere Hilfte
derselben wird zur Erhohung der lebendigen Kraft der Massen
m, und m, verwendet, was der unsichtbaren lebendigen Kraft
des Aethers entspricht. Diese eine Uebereinstimmung geniigt,
um die Vorziige einer mechanischen Erkliarung der elektrischen
Erscheinungen zu zeigen.

Auch nach der hier in der ersten Vorlesung besprochenen
mechanischen Hypothese sind stationére elektrische Strome
cyklische Bewegungen. Die Intensititen zweier solcher elek-
trischen Stréme sind durch die Aenderungsgeschwindigkeiten

dq dgy
ar wd %
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zweier cyklischer Coordinaten ¢, und ¢, bestimmbar. Die
Grosse 7 der ersten Vorlesung dieses Buches (Gleichung B)
ist zwar als potentielle Energie gedacht, kann aber doch i
folgender Form dargestellt werden:

4 (dg,\2, B [(dg)\? dg, dgs
7(dt) +2(dt +Cdt dt !

wobei 4, B, C Funktionen der langsamen veranderlichen Para-
meter sind. Daher gilt dasselbe Princip auch hier, und es
folgt, dass die Arbeit der scheinbaren Fernkrifte bei Bewe-
gung zweier Strome ohne Intensititsinderung gleich dem Zu-
wachse der durch sie bedingten Mediumenergie ist.

Fiir diese Mediumenergie fanden wir aber bereits die
Ausdriicke 90 und 88, welche auch gelten, wenn man die
Moglichkeit wahren Magnetismus vollstindig leugnet, was wir
jetzt thun miissen, da er mit den mechanischen Vorstellungen
der ersten Vorlesung unvertriiglich ist.

Der Zuwachs der Energie 88 ist daher die von den schein-
baren Fernkriften geleistete Arbeit. Hieraus folgen ohne
Weiteres simmtliche Formeln fiir die Wechselwirkung zweier
geschlossener Strome, und zwar werden diese zuerst bewiesen,
bevor noch vom Magnetismus die Rede ist. Man sieht auch,
dass diese Wechselwirkung dem M proportional ist und ge-
langt auch schon zum magnetischen Strommaasse, ohne noch
vom Magnetismus etwas zu wissen, da fiir das Standardmedium,
wo M =1 ist, der Coéfficient des Doppelintegrals in Formel 88
die einfache Form i,¢, annimmt, wenn i=—1i,¥, i =i,¥
gesetzt wird.

Ist einer der beiden Stréme ein Solenoid, dessen nega-
tiver Pol im Unendlichen liegt, so haben gemiss den Gleichungen
85 und 86), deren Giiltigkeit ebenfalls von der Annahme der
Existenz von wahrem Magnetismus unabhingig ist, die Grossen
@, B, v, welche in einem Punkte mit den Coordinaten z, y, z in
der Entfernung ¢ von dem positiven, im Endlichen liegenden
Solenoidpole erzeugt werden, die Werthe

1
wrw 4(3)

o= — ——

E 1 dx

und analog # und y. Lisst man daher vom Solenoidpole nach
8‘
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allen Richtungen gleichformig 3 = 4 i, £} V' /¥ Kraftlinien aus-
gehen, so ist die Zahl derjenigen, die normal durch die
Flacheneinheit gehen, immer gleich der Grosse des Vektors

MYE T+ 5

Die gesammte Energie i:. 2, die also durch das Zusam-
mensein des Solenoidpoles mit einem beliebigen elektrischen
Strome von der Intensitit : bedingt wird, ist nach Formel 90

{2 = —%flldo[acos(n.r) + S cos (ny) + y cos (r2)].

Dies ist aber, wenn wir wieder M als constant voraussetzen,
gleich der mit — //¥ multiplicirten Zahl Z der Kraftlinien,
welche von dem Solenoidpole durch den geschlossenen elek-
trischen Strom hindurchgeschickt werden. Ist @ der Gesichts-
winkel, unter welchem der Strom vom Solenoidpol aus gesehen
erscheint, so ist

. e _ LfNM
I=tm="9 @

daher ist
i0= _ SwAArY

Da dies die durch das Zusammensein des Stroms und Solenoid-
pols bedingte Energie ist, so entspricht es der Grosse, die wir
im I Theil, Art. 37, mit £’Z’C, Art. 68 mit 7 J(s) bezeichne-
ten; ihr negativer Differentialquotient nach irgend einer Coor-
dinate ist nach dem allgemeinen Princip des I. Theiles dieser
Vorlesungen gleich der Kraft, welche erforderlich ist, um jene
Coordinate constant zu erhalten. Derselbe Differentialquotient,
aber ohne Zeichenumkehr, liefert daher die Kraft, welche ver-
moge des Zusammenwirkens des Stromes und des Seolenoid-
poles diese Coordinate zu vergrossern strebt. Genaun dieselben
Ausdriicke stellten frither unter der Annahme der Existenz
von wahrem Magnetismus die Kriifte dar, welche ein Strom
von der Intensitdt ¢ und ein Magnetpol von der Intensitit
4fNM|P auf einander ausiiben, ersterer im elektrostatischen,
letzterer im magnetischen Maasse gemessen.

Es hat jetzt gar keine Schwierigkeit, auch noch nachzu-
weisen, dass zwei Solenoidenden wie Magnetpole auf einander
wirken, und zwar, wenn die Stromintentensitit elektrostatisch

"\
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gemessen wird, wie solche von der Stirke if NM /¥, resp.
4fi N, M|P im magnetischen Maasse gemessen.

Man kann daher auch simmtliche magnetische Erscheinun-
gen erkliren, wenn man, wie es in consequenter Verfolgung
der mechanischen Anschauung der ersten Vorlesung geschehen
muss, jeden wahren Magnetismus leugnet, und die permanenten
Magnete durch Solenoide ersetzt. Zwei Unterschiede scheinen
freilich noch zu bestehen. Erstens leisten bei Bewegungen
beliebiger Stréme oder Solenoide deren -elektromotorischen
Krifte immer die doppelte Arbeit, als zu ihrer Bewegung er-
forderlich ist, was nicht mehr richtig ist, wenn Stréme auf
Magnete oder Magnete auf einander wirken. Dies erklart sich
folgendermaassen: Wenn ein Strom auf einen Magnet wirkt,
80 muss man die elektromotorischen Krifte, welche die Mole-
kularstréme im letzteren treiben, zu den unbekannten Moleku-
larkriften rechnen. Die Energie, welche ihnen entnommen
wird, stammt also nicht aus sichtbaren Quellen, sondern ist
8o zu betrachten, als ob sie der Molekularenergie des Mediums
entnommen wiirde. Wenn daher durch Bewegung eines Stro-
mes und eines Magnets gegen einander eine sichtbare Arbeit
@, geleistet wird, so leistet die elektromotorische Kraft des
Stromes eine Arbeit @,, die genau gleich @, ist, und auch die
elektromotorischen Krifte, welche die . molekularen Stréme
treiben, leisten nochmals dieselbe Arbeit @,, wenn diese Mole-
kularstrdme constant bleiben sollen. Daraus entsteht die sicht-
bare Arbeit @, und ein gleicher Betrag @, von Energie des
Mediums. Es ist also @, = @, = @, = @,. Da aber die Arbeit
@, der elektromotorischen Krifte der Molekularstréme der
Energie des Mediums entnommen wird und @, dieser wieder zu-
gute kommt, so kann man es so ansehen, als ob nur die elektro-
motorische Kraft des Stromes die sichtbare Arbeit @, ge-
leistet hitte, und die Mediumenergie unverindert geblieben
wire. Wenn zwei Magnete auf einander wirken, so wird alle
Arbeit der Mediumenergie entnommen, da sichtbare elektro-
motorische Krifte nicht vorhanden sind.

" Zweitens, wenn unverinderliche Magnete einmal in eine
bestimmte, dann in eine andere magnetisirbare Fliissigkeit
tauchen, so sind die Krifte, welche sie in jeder Fliissigkeit
auf einander ausiiben, dem Werthe des M der betreffenden
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Flussigkeit verkehrt proportional. Die Krifte von Solenoiden
dagegen sind in gleichem Falle dem M direkt proportional.
Dies erklirt sich folgendermaassen: Die letztere Behauptung
ist, wie wir sahen, nur richtig, wenn sowohl in der ersten
als auch in der zweiten Fliissigkeit M an allen Stellen des
Raumes denselben Werth hat, also der Werth des M im In-
nern des Drahtes ohne Einfluss ist. Diese Behauptung trifft
daher nur zu, wenn auch der Raum zwischen und innerhalb
der Solenoidwindungen jedesmal von derselben Fliissigkeit wie
der sussere Raum erfiillt ist. Diese Bedingung ist aber bei:
den Molekularstromen der Stahlmagnete keineswegs realisirt.
Vgl. hieriiber Wied. Ann. Bd. 48, S. 100, 1893, wo ich noch
ausfiithrlicher erwiesen habe, dass unter gewissen Voraus-
setzungen alle wesentlichen Eigenschaften der Stahlmagnete,
auch wenn man von jedem wahren Magnetismus absieht, auf
dem Boden der Maxwell'schen Theorie vollkommen erklirt
werden konnen.

Zwolfte Vorlesung.

§ 25. Fernwirkungsgleichungen.

Wir sind mit der Betrachtung aller Erscheinungen zu
Ende, zu deren Erklirung der bisherige Grad der Annaherung
in der Rechnung ausreicht. Bei der Berechnung der Erschei-
nungen der inducirten elektrischen Strome, welche ebenfalls
noch in der alten Elektricititstheorie behandelt zu werden
pflegen, miissen wir bereits in der Reihenentwickelung ein
weiteres Glied beriicksichtigen. Dies geschieht am besten,
indem man zuerst die allgemeinen Formeln C und D, in denen
gar nichts vernachlidssigt ist, in eine andere Form bringt.
Wir erhalten zunichst aus den completen Gleichungen D:

1 d [dM d(M dQ
4P = mdt[ di@_ ( 7)]+dx(dx+dy+dx)
Wir wollen wie frither (Glelchung 86 und 37) setzen:

D) =4 fdt(da: + d_.(,) t dx)—L(da: + 25 + )’

N\
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wo auch die Flichenelemente von Trennungsflichen in die
Integration einzubeziehen, letztere daher als Volumina von
sehr geringerer Dicke zu betrachten sind. Analog setzen wir
zur Abkiirzung:

7= _ [Madz 7 _ [MBdx e _ [(Mydx
e = [Ho0, Mﬂ_f—e : My_f—e .
Dann wird

d d[dMy 1
4) P=— G+ 9 dt[ -t dxﬂ])
und analoge Gleichungen gelten fir @ und Z.

Diese Gleichungen zeigen, dass, wenn sich die magne-
tischen Polarisationen rasch genug #andern, P, @, R nicht mehr
die partiellen Ableitungen einer und derselben Grosse nach
den Coordinaten sind, und zwar sind die Zusatzglieder, welche
rasch verinderliche magnetische Polarisationen zu den elek-
trischen Kriften P, Q und R liefern, dieselben, welche elek-
trische Strome zu den magnetischen Kriften «, 8, y liefern.
Unser Bild muss daher durch die Annahme ergénzt werden,
dass verinderliche Magnete und magnetische Polarisationen
auf Elektricititsmengen und auch gegenseitig auf einander
ganz analoge Krifte wie elektrische Strome auf Magnetpole
resp. gegenseitig aufeinander ausiiben.

Behandeln wir die Gleichungen C wie frither die Gleichungen
D, ohne irgend etwas zu vernachlissigen, so erhalten wir an
Stelle der Gleichungen 77, 78 und 33m die folgenden:

o 1(aV _aw\ _ dy
B '] dy )~ dz’
_1{dW _dU\ dy
T) ﬂ—ﬁ(dx—dx)—dy’
—1(aU _dV) a4y
9\ dy dz dz *

Dabei ist v dieselbe Grosse wie friiher. Ks ist also nach
den Gleichungen 36m und 37m:

1) Sind néimlich &, #, ¢ die Coordinaten des Volumelementes dz, so
liefert die partielle Integration:

1
dl—
dz d(Ma)__f (g) df 1
f_e —GF = —JdrMe—t = Jdi Ma s
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q,dt - 1 dp
36mf) ¢ = =(m+E+3)
Dagegen hat U folgende Bedeutung-
93) U= f [L(P+X)+ 2 4P

wobei der angehingte Index ¢ eine Dlﬁ'erentlatlon nach ¢ be-
deutet. Analog sind 7 und W definirt.

Die Gleichungen I" und 4 enthalten zwei neue Unbekannte
¢ und v; denn die Gleichungen 86f und 36mf sind nicht als
zwei neue zur Bestimmung von ¢ und v geeignete Gleichungen
zu betrachten, da sie aus I" und 4 und dem Verschwinden
von ¢ und v im Unendlichen folgen. Setzt man die Werthe
von ¢ und vy aus 36f und 36mf in I” und 4 ein, so erhilt
man nicht mehr sechs unabhingige Gleichungen fiir die sechs
Unbekannten P, @, R, &, 3, 7

Um ein zur Bestimmung von P, @, R, «, 8, 7, ¢, ¥ aus-
reichendes System von acht independenten Gleichungen zu er-
halten, muss man zu I" und 4 noch die folgenden beiden
Gleichungen dazu nehmen:

1 d [dDP) , d(DQ d(D R) dL (P + X)
16a) Pl v el dy T ]+ dx
a
dL(Q+Y) , dL(R+2) _
+ dy + dx =0,
149) d(Me) n d(Mﬂ) 4 d(My) -0

dx

(wobei wir wahren Magnetlsmus ausschhessen), sowie auch die
Bedingung, dass ¢ und v im Unendlichen verschwinden. Fiir
Discontinuititsflichen miissen natiirlich sowohl die Gleichungen
als auch die Integrale die nach dem Principe der Continuitit
der Uebergiinge gebildete Form annehmen. Diese Gleichungen
I, 4, 16a und 74f ersetzen die urspriinglichen Maxwell’schen
C und D vollstindig.

Da sie «,8,7 und P, @, R nicht bloss durch die Zustinde
der unmittelbar benachbarten Volumelemente, sondern durch
Integrale ausdriicken, welche iiber den ganzen Raum zu er-
strecken sind, so wollen wir sie die Mawell’schen Fern-
wirkungsgleichungen nennen. Sie sind insofern unlogischer und
fir die Berechnung rascher elektrischer Schwingungen weniger
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brauchbar als die Gleichungen, von denen wir ausgingen, weil
die Formeln fir «, 8, y selbst wieder die Kenntniss von
P, Q, B im ganzen Raume und umgekehrt die fur P, Q, R die
Kenntniss von ¢, 8, y im ganzen Raume voraussetzt,

Dagegen sind sie ganz gemacht zur Berechnung der an-
gendhert stationiren (aphoten) Bewegung. Wiren daher die
Nahewirkungsgleichungen C und D das uns urspriinglich Ge-
gebene, so miisste die alte Fernwirkungstheorie als eine ge-
radezu geniale Methode zur angeniherten Integration derselben
bezeichnet werden. Hat man es z. B. mit einer endlichen
Zshl linearer Strome zu thun, so kann man die gesammte Be-
wegung in jedem derselben angenshert durch eine einzige
Variable (die Stromstirke) charakterisiren, und aus derselben
P, @, R so berechnen, als ob der Strom stationdr wire. Aus den
Gleichungen I" berechnet man dann vermittelst der gefundenen
Werthe von P, @, R die Werthe von «, 8y und substituirt diese
in die Gleichungen 4. Man erhilt dadurch gewohnliche
Differentialgleichungen mit einer Unbekannten fiir die Strom-
stirke, am besten, indem man fiir jeden Stromkreis:

S (Pdz+ Qdy + Rdz)
berechnet. Aus diesen und den Anfangsbedingungen kionnen
die Stromstirken selbst bestimmt werden. Kann ein Theil
einer Leitung nicht als linear betrachtet werden, so setzt man
voraus, dass sich der Strom dort angenihert so vertheilt, als
ob er stationir wire. Die genauere Berechnung der Ver-
theilung daselbst, sowie iiberhaupt in den verschiedenen Flichen-
elementen des Querschnittes eines beliebigen stromfiihrenden
Drahtes ist Gegenstand eines weiteren Grades von Anniherung.
Un in unserem Bilde der Erweiterung Rechnung zu tragen,
welche die Gleichungen 77 dadurch erfuhren, das U, 7, # an
die Stelle von p, g, r traten, miissen wir annehmen, dass
beziiglich der inducirenden Wirkung zum galvanisch geleiteten
Strome, der die Componenten:
p=LP+X), ¢g=L@Q+1Y), r=L(R+2)

hat, noch ein zweiter mit den Componenten:

DP, D@, DR,

4n ’ 4’ 4n

hinzukommt, welcher iberall sich einfach zum ersten addirt,
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also denselben inducirenden (und um das Energieprincip zu
wahren, auch magnetisirenden und elektrodynamischen) Effekt
hat. Die Elektricititsmenge, die als galvanisch geleiteter
Strom in der Zeiteinheit durch die Flicheneinheit in der Ab-
scissenrichtung strémt, ist nach Formel 23 p = L (P + X).
In Folge der dielektrischen Polarisation hat die Volumeinheit
nach Formel 44 das dielektrische Moment:

D-b
P= 0= P

in der Abscissenrichtung, welches wir uns dadurch entstanden
denken konnen, dass im Volumelemente dz.dy.d z auf der zur
Abscissenaxe senkrechten, der negativen Abscissenrichtung zuge-
wandten Begrenzungsfliche dy-dz die negative Elektricitit un-
beweglich sitzen bleibt, wogegen die positive Elektricititsmenge:

-b
g Pdydz

um das Stiick dz verschoben wird, was einem Integralstrome
von der Intensitit:

4n
also von der Stromdichte:

D—b

i P
entspriche. Aendert sich die dielektrische Polarisation, so
entspricht dies also einem Strome von der Stromdichte:

D—b dP

47 di
in der Abscissenrichtung, dem dielektrischen Polarisations-
strome. Man miisste also, um zu den Formeln Maxwell’s
zu gelangen, in dem Bilde annehmen, dass die durch dielektrische
Polarisation verschobene Elektricitiit, wihrend sie verschoben
wird, im Verhiltnisse D /D —bmal stirker elektrodynamisch
wirkt, als die galvanisch geleitete. Ist dagegen b gleich Null,
so hat man der Elektricitiat einfach dieselbe elektrodynamische
Wirkung zuzuschreiben, ob sie im galvanischen Strome fliesst,
oder durch dielektrische Polarisation verschoben wird.
Sowohl die elektrischen Krifte P, @, R als auch die magne-

tischen «, 3,y erscheinen in den Formeln 7" und 4 als Summen
zweier Addenden, von denen der eine der Differentialquotient

Y Pdydz,
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des Potentials aller wahren und durch Influenz frei gewordenen
Elektricitits- oder Magnetismusmengen ist, der andere aber
die sogenannte Inductionswirkung darstellt. Die so modificirte
Fernwirkungstheorie liefert also nicht bloss fir aphote Be-
wegungen, sondern auch in allen anderen Fillen dasselbe
Resultat wie die Maxwell'sche, und es kann durch Experi-
mente in keiner Weise zwischen heiden entschieden werden.
Wiirde z. B. alles im unelektrischen und unmagnetischen Zu-
stande sein, und pltzlich an einer Stelle Trennung von Elek-
tricitat stattfinden, so wiirde zunichst in der unmittelbaren
Umgebung durch Influenz und dielektrische Polarisation ent-
gegengesetzte Elektricitit frei, welche anfangs die Fernwirkung
der urspriinglich erzeugten Elektricitdt an jedem Punkte so-
lange aufhobe, bis er von den elektrischen Wellen erreicht
wiirde. Freilich muss b so klein angenommen werden, dass
fir jeden Kérper D — b positiv ist. Wire diese Grosse fiir
einen Korper gleich Null, so miisste in demselben der dielek-
trische Polarisationsstrom unendlich stark in die Ferne wirken,
wogegen ein negativer Werth von 2 — b zu Labilitit des Ruhe-
zustandes fithren wiirde.

Nimmt man dagegen an, dass die dielektrischen Polari-
sationsstrome wie die galvanisch geleiteten, nicht /D — b mal
starker wirken, so ist die experimentelle Bestimmung von 9
moglich.

Falls man L = X = ¥ = Z = 0 setzt, lassen sich in den
Formeln die Grossen D, P, @, R, ¢ vollstindig mit M, &, 8,7, w
vertauschen. Die magnetischen Erscheinungen spielen sich
also gerade so ab, wie die elektrischen in einem Nichtleiter,
der von Husseren elektromotorischen Kriaften frei ist. FErst
dadurch, dass die dielektrische Polarisation eines solchen
wieder vollstindige Analogie mit der stationiren Stromung
zeigt, entsteht die weitere Analogie zwischen magnetischer
Polarisation und stationirer Stromung, die sich aber nicht wie
die erstere Analogie auch auf Fernwirkung und Inductions-
wirkung erstreckt, indem z. B. stationiire Stréme auf Magnet-
pole, aber nur verinderliche magnetische Polarisationen auf
wahre Elekricitit ponderomotorisch wirken.

In einem Systeme von Korpern, wo weder Leitungstihig-
keit noch #ussere elektromotorische Kriifte vorhanden sind,
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werden freilich, wenn es anfangs vollkommen unelektrisch und
unmagnetisch war, keine elektrischen Bewegungen entstehen
kénnen. Wenn aber schon zu Anfang wahre Elektricitit vor-
handen war, wird diese nach den Gesetzen, welche wir kennen
gelernt haben, ponderomotorisch und dielektrisch polarisirend
wirken. Ebenso konnen auch elektrische und magnetische
Oscillationen, welche schon zu Anfang erregt waren, weiter
verlaufen. In diesem speciellen Falle sind dann Elektricitit
und Magnetismus durch vollkommen analoge (leichungen be-
stimmt.

Da, wie wir sahen, Aenderungen der dielektrischen Polari-
sation elektrischen Stromen vollkommen #Hquivalent sind, so
miissten sich zwei Paraffinringe, in deren jedem gleichsinnig sich
eine tangentiale (auf der Meridianebene senkrechte), rund herum
gehende dielektrische Polarisation rasch #ndert, gerade so an-
ziehen, wie zwei elektrische Strome. Aus der Reciprocitit
zwischen Elektricitit und Magnetismus folgt dann weiter, dass
gich auch zwei Eisenringe, in denen sich tangentiale magnetische
Polarisationen gleichsinnig #ndern, anziehen miissen, welche
Fernwirkung ebenfalls unserem Bilde beigefiigt werden miisste.
Hierauf machte zuerst Hertz!) aufmerksam. Auch Paraffin-
ringe, die einem verwandten Zwecke dienen sollten, hatte
Hertz schon gegossen. ?)

§ 26. Induction in einer geschlossenen Bahn.

Wie schon bemerkt, miissen wir, um die Inductionsstrome
zu erhalten, in Formel A4 auch die letzten Glieder rechts be-
riicksichtigen, diirfen also P, @, R nicht mehr als Ableitungen
einer und derselben Grosse nach den Coordinaten betrachten.
Um aus den Gleichungen 4 die Grisse ¢ zu eliminiren, be-
stimmen wir

[(Pdz + Qdy + Rdz),

itber die ganze geschlossene Strombahn erstreckt, ir welcher
der Inductionsstrom zu berechnen ist. Es ergiebt sich:

) Hertz, Wied. Ann., Bd. 23, S. 84, 1884.
%) Siehe dessen Untersuchungen iiber die Ausbreitung der elektrischen
Kraft, S. 1.
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d d dMg
[as s qay s ran =Ly £ [[(45 - 43) 4,

dMe _ dMy dMf  dMa ]
+( ir W‘)dﬁ(—d; - dy)dz’

daher nach dem Stokes’schen Satze, da

d [d(Ma)+d(Mﬂ)+d(M7)

dt
und daher auch
_7]
jedenfalls verschwinden,
f(de+Qdy+Rdz) 4‘m dtfdo[AMacos(n:c)

+ AMBcos(ny) + 4 My cos (nz)],
und da AMe = — 47 Me, so folgt weiter:

d [dMe
W[Tw‘+

94) f(de + Qdy + Rdz) = 7 ¢I”\/‘]Wdo[wcos,(rm')+ﬂcos (ny)

+ y cos (n 2)].
Man kann diese Gleichung nach Hertz einfacher finden, indem
man zuerst schreibt:

f(sz+Qdy-l-Rdz):f[(%_%l)cos(m)

dP dR d apP
+(d7— Iz )cos(ny)+( a9 _ dy)cos(nz)]do,
und dann fiir
dR dQ
dy = dx

und die beiden analogen Grissen deren Werthe aus den
Gleichungen D substituirt. Ich habe aber absichtlich den
obigen weitschweifigen Weg eingeschlagen, weil er die Natur
dieser Grossen als Correctionsglieder zu P, @, R, die iiber
eine geschlossene Curve integrirt, nicht verschwinden, wihrend
die Hauptglieder verschwinden, besser hervortreten lisst.
Wenn das Integrale der rechten Seite der Formel 94 eine
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lineare Funktion der Zeit ist, was in allen Fillen mit Aus-
nahme der raschesten elektrischen Schwingungen sehr -ange-
nahert erfiillt ist, so wird der Inductionsstrom .vollkommen
stationdr und seine Stromintensitit /= ocw in jedem Quer-
schnitte o des Leiters dieselbe. @ ist die Stromdichte normal
zum Querschnitt ¢. Die Gleichung 20 liefert daher

Jds=0LNds=cL(Pdz+ Qdy+ Rdz),
folglich:

ds a8
Jfbv =f(de+Qdy+Rdz)=—W,

wobei 2 dieselbe Bedeutung wie in Gleichung 90 hat. Da
¢ £, wie wir schon sahen, das elektrodynamische Potential der
beiden Stréme auf einander ist, so liefert dies die bekannten
Franz Neumann’schen Gesetze fiir die galvanische Induction.
Nach Gleichung 88 wird, wenn nur ein einziger Strom von
der Intensitiit ¢ inducirend wirkt:

Q= i,Mfdsds’co:(ds,ds’).

Ich will hier noch die folgende Bemerkung beifiigen. Sei
ein ganz beliebig gestalteter leitender zweifach zusammen-
hingender Raum (Ring) gegeben; daselbst soll durch verinder-
liche, ausserbalb der Ringmasse liegende, elektrische Stréme
oder Magnete ein elektrischer Strom inducirt werden. Die
Aenderungsgeschwindigkeit der Strome und Magnete soll durch
einige Zeit constant sein. Dann ist bekanntlich immer:

dz%[diﬁ_ dfﬁ]_l_d i[dM_y dm]

dx dy di | dz ~ d=x
d [dMa dMB
"'dzﬁ[ dy  dz

im Innern der Ringmasse das vollstindige Differential einer
mehrdeutigen Funktion

4n¥y.
Die Gleichungen A liefern daher
=—_9% _do
P= dxz dz *

Setzen wir daher:
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so sind innerhalb der Ringmasse P,, @,, R, die partiellen Ab-
leitungen einer eindeutigen Funktion der Coordinaten nach
diesen, da ¢ aus den in § 18 S. 90 angefithrten Griinden
eindeutig ist. Da y nicht von der Zeit abhéngt, kann man
die erste der Gleichungen C auch so schreiben:

D dP d d L d

= SRR
und analog die beiden anderen fiir die y- und z-Axe. Genaun
dieselben Gleichungen, denen hier die Gréssen P, @,, R,
geniigen, wiirde man fiir P, @, R erhalten, wenn die Elektri-
cititshewegung iiberall stationir wire, also keine inducirenden
Strome oder Magnete vorhanden wiren, dafir aber

d
=2z =-2%, 7=

wire. Alsdann wiirden die Gleichungen D nur fordern, dass
P, @, R die Ableitungen derselben Grdsse nach den Coordi-
naten sein miissen, welcher Bedingung ebenfalls P, @,, R,
geniigen. Es haben also bei dem Problem der Induction
P, @, R, dieselben Werthe wie beim letzteren Problem
P, Q, R. Da aber bei ersterem Problem L P, L@, LR, bei
letzterem

LB, +X)=LP, L@Q+1N=IQ, L& +2Z=LR

die Stromdichten sind, so ergiebt sich, dass béim ersten Problem
die Inductionsstréme genau dieselben Gesetze befolgen, wie
beim letzteren die durch #Hussere elektromotorischen Krifte
erzeugten, deren Componenten ebenfalls die partiellen Diffe-
rentialquotienten der mehrdeutigen Funktion y sind.

Da wir im § 18 sahen, dass im letzteren Falle der Ver-
lauf der elektrischen Strome unabhiingig von der Form der
Funktion y und bloss proportional der Constanten ist, um
welche diese bei einem Umlauf um den Ring wichst, so ist
auch der Verlauf der Inductionsstréme derselbe, sobald nur
fir die jetzt wieder mit y bezeichnete Funktion diese Con-
stante denselben Werth hat.

Wir sahen ferner folgendes: Wenn der Ring statt aus
leitender Substanz aus verschiedenen Dielektricis gebildet wére,
deren Dielektricitiitsconstanten durchaus sehr gross gegentiber
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den Dielektricititsconstanten der den Ring umgebenden Kéorper
wiren, so wiirden genau dieselben Grenzbedingungen, wie fiir
einen Ring aus leitenden Substanzen gelten, nur dass die D an
Stelle von 4 n L triten. Wie frither die Stromdichten, so wiren
jetzt die Componenten der dielektrischen Momente den Grossen
P, @, R proportional. Unter dem Einflusse derselben indu-
cirenden Krifte wiirden sich also die dielektrischen Polarisa-
tionen gerade so vertheilen, wie in einem leitenden Ringe die
Stromstirken, und ebenso wiirden sich auch in einem aus
verschiedenen weichen KEisensorten bestehenden Ringe unter
dem Einflusse gleicher magnetisirender Krifte die magnetischen
Polarisationen verhalten, falls nur die Magnetisirungsconstanten
simmtlicher Eisensorten geniigend gross wiren.

Dreizehnte Vorlesung.

§ 27. Veranderte Form der aus Maxwell’s Theorie
folgenden Fernwirkungsgleichungen. )

Wir wollen zunichst an den Maxwell’schen Gleichungen
einige rein formale Verinderungen vornehmen. Um Platz zu
ersparen, schreibe ich immer nur die auf die z-Richtung be-
ziiglichen Formeln, ohne besonders hervorzuheben, dass ana-
loge auch fiur die y- und z-Richtung gelten, da der Leser
immer leicht selbst sehen wird, wo dies der Fall ist. Wir
setzen zundchst in Gleichung D M = M’ 4 m, wobei m wieder
eine beliebige, fiir alle Korper zu allen Zeiten constante Grosse
ist. Alsdann differenziren wir die zweite der Gleichungen D
partiell nach z, die dritte partiell nach y und subtrahiren.
Wir erhalten dann:

md (45 dr), 4 (d0p _ 4Qrp)

dx dy

—ap- L (42 22, 48,
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und hieraus:
d m dU 1 d(M—m d(M —m

Am) P= — 5% — v o5 4nD dt[(dy)r ( )ﬁ]
wobei, wie friiher,
93) U=L(P+X)+D.Pl4n.
Die drei Gleichungen, deren Reprisentant Am ist, im Vereine
mit 7, 16a und 74f ersetzen die Maxwell’schen vollstindig.
Wir konnen diese Gleichungen folgendermaassen interpretiren:
Die elektrische Kraft P in einem Punkte 4 des Raumes (Auf-
punkt) setzt sich aus drei Addenden zusammen. Der erste
Addend ist die elektrostatische Kraft. KEs ist dies die Kraft,
welche eine Masse, die den Raum mit der Dichte

1 d

4n ( dx + -d_;l + dx )
erfillen wiirde, auf eine im Punkte 4 befindliche Masse 1
nach dem Newton’schen Gravitationsgesetze ausiiben wiirde.
Der constante Faktor bei letzterem ist dabei gleich 1, dieses
also in der Form mm'[p? zu denken und es wird ange-
nommen, dass gleichbezeichnete Massen sich nach diesem Ge-
setze abstossen.

Der zweite Addend ist die elektrodynamische Kraft. Um
diese zu interpretiren, erkliren wir zuerst die Gleichungen I.
Wir denken uns ndmlich zur Stromdichte des galvanisch ge-
leiteten Stromes p = L (P + X) noch die dielektrische Strom-
dichte D P,/4 n hinzu addirt. Die Summe p + DP,/4n=1u
nennen wir die gesammte nach der X-Richtung geschitzte Strom-
dichte und definiren ebenso » und w. Jedes Volumelement
dzdydz ist nun drei Stromelementen mit den Intensititen
udydz, vdzdz, wdzdy und den Lingen dz, dy und dz
aquivalent.

Als das elektrodynamische Potential der Stromelemente
ds, ds’ mit den Stromintensititen ¢, ¢ bezeichnen wir die
Grosse:

dS‘B“‘ X dsdsv::os(ds ,ds’)
und nehmen an, dass die ponderomotonsche Kraft auf jedes
Stromelement i d s nach irgend einer Coordinatenrichtung gleich
dem Differentialquotienten des elektrodynamischen Potentials

aller anderen Stromelemente darauf, also des iiber alle anderen
Boltzmann, Vorlesungen, II. 9
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Stromelemente erstreckten Integrals von 4% nach der be-
treffenden Coordinate ist.

Die nach den Coordinateneinrichtungen geschitzten Kraft-
componenten, welche infolge aller vorhandenen Stréme mit Ein-
schluss etwa vorhandener unveriinderlicher Molekularstrome (per-
manenter Magnete) auf das Ende eines Solenoids wirken, fiir
welches {f NM [P =1 ist, definiren wir als die Componenten
der magnetischen Kraft (besser Feldstiirke) und bezeichnen
sie mit @, B, y. Hierdurch sind die Gleichungen I” inter-
pretirt. Der zweite Addend im Ausdrucke fir P ist, da wir
hierbei Einfachheit halber m = 1 setzen, der nach der Zeit
genommene negative Differentialquotient des elektrodynamischen
Potentials aller vorhandenen elektrischen Strome auf ein im
Aufpunkt gedachtes, der Abscissenrichtung paralleles Strom-
element von der Intensitit und Linge 1. Es muss also
angenommen werden, dass zur elektrostatischen Kraft noch
eine zweite kommt, welche diesem Differentalquotienten
gleich ist.

Was endlich den dritten vom Magnetismus herrithrenden
Addenden anbelangt, so ist es nicht nothwendig, dafiir be-
sondere Grundannahmen zu machen. Es geniigt vorauszu-
setzen, dass in jedem Volumelemente kleine in sich geschlossene
elektrische Strome (Molekularstrome) entstehen (oder sich ord-
nen), beides unter Ueberwindung einer « proportionalen Mole-
kularkraft, so dass fir sie die Summe der Produkte aus der
Stromintensitit und der Projektion ihrer Fliche auf die yz-
Ebene immer gleich

M-1
4n

ist, wobei & die oben definirte magnetische Kraft, M eine Con-
stante ist. Analoges muss natiirlich von der y- und z-Rich-
tung gelten. Durch die Annahme, dass diese Molekularstrome
gerade so elektrodynamisch und inducirend wirken, wie sicht-
bare Stréme, erhilt man den dritten Addenden in der Gleichung
Adm fir P, den man die elektromagnetische Induktionskraft
nennen kann. Um endlich die Gleichungen 16a, A, 8 und 9,
welche ja giltig bleiben, zu interpretiren, haben wir noch die
dielektrische Verschiebung und das Fortstromen der neutralen
Elektricitit unter Gegenwirkung einer bei ersterer der Ver-
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schiebung, bei letzterer der Geschwindigkeit proportionalen
Kraft ganz wie in den §§ 6, 7 und 11 anzunehmen.

Alle diese Aussagen, welche wir hier nur als eine Inter-
pretation der im Laufe der Untersuchung erhaltenen Glei-
chungen aufgefasst haben, kénnte man auch als Grundlage der
ganzen Theorie an die Spitze stellen, #hnlich wie es die alte
Fernwirkungstheorie macht. Man wiirde daraus sofort die
Gleichungen I" und Am erhalten. Da wir die Magnetismen
durch Molekularstrome erzeugt denken, denen durchaus in
sich zuriickkehrende magnetische Kraftlinien zukommen, so
wiirde folgen, dass Kraftlinien nirgends ihren Anfang nehmen
oder enden konnen, d. h. es folgt die Gleichung 74f und endlich
wiirde aus der Annahme iiber die stoffliche Natur des elek-
trischen Fluidums, wie wir sie in den §§ 5—12 gemacht haben,
die Gleichung 16a folgen. Dass wir, um dem dielektrischen
Polarisationsstrom Rechnung zu tragen, zup dasGlied D. P, /4 =
addirt haben, konnte man wieder damit motiviren, dass er
D — 9/ Dmal stiarker als der galvanisch geleitete Strom wirkt.
Aus den Gleichungen I, 4m, 16a und 74f kénnte man dann
umgekehrt die Maxwell’schen Nahewirkungsgleichungen ab-
leiten, welche fiir uns den Ausgangspunkt bildeten.

Eine weitere, rein formale Verinderung ergiebt sich, wenn
man statt X, ¥, Z drei Grossen X, §), 8 einfiihrt, welche fiir

t = — oo verschwinden und die Differentialgleichungen erfiillen:
PobAE L rE-1X

95) Pobdd  r19-—1y
D4:zb lfi_? +18=1Z

d. h. wenn man setzt:

dn Lt 4nxLt
¥=127L "D [x, Db dt,
wobei b vorlidufig eine beliebige Constante ist. Analoge Werthe
haben 9 und 8.
Sind uns die Grossen X, Y, Z als Funktionen der Zeit und
der Coordinaten gegeben, so sind es auch X,9), 8. Sind X, ¥,Z7
9*
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fir lingere Zeit constant, so wird X =X,9 =Y,8 =2 Da
nur dieser Fall einigermaassen genauer untersucht ist, so lisst
sich in keiner Weise entscheiden, ob es zweckmissig ist, die
Grossen X, Y, Z oder X,9), 8 als die von aussen wirkenden
Krifte zu betrachten. Durch Einfithrung von X, §), 8 an Stelle
von X, Y, Z verwandeln sich die Maxwell’schen Nahewirkungs-
gleichungen C in Gleichungen von der Form:
DdP ,  D—-b d¥ _ df dy 4nL
C¥) $ar+ 9 wr~ax"ay v F+E
wihrend die Gleichungen D unverindert blelben. Die Fern-
wirkungsgleichungen I" und 4m #ndern sich nur insoweit, dass
U, 7, W statt durch die Gleichungen 93 durch Gleichungen be-
stimmt werden, welche die Form haben:
D~ b

93%) U=I,(P+x)+— +(——)£,
Fir 9 =0 wirken die #usseren elektromotorischen Krifte,
wenn man sie auf die Form X,§), 8 bringt, in dem Bilde auf
die Stromungselektricitit und Polarisationselektricitit gleich-
miissig. Auf die Moglichkeit einer solchen Form wurde schon
am Schlusse des § 11 hingewiesen. Durch Einfihrung von
%,9, 3 geht ferner die Gleichung 16a iiber in:

1 d [dD-DP+3) + dD-»(@ +9)

4n dt dx dy

dD-DR+ 3) dL(P + %) dL(Q+¥))
16%) + T ] e e e 1
dLE+8 b d Y

T = 4ndt(dx+dy+dx)
Wollen wir diese letzte Gleichung durch unser Bild darstellen,
so identificiren wir zunichst b mit der bei Einfiilhrung der
freien Elektricitit im Bilde so bezeichneten Grisse. Fiir die
Componenten des dielektrischen Moments der Volumeinheit in
den drei Coordinatenrichtungen miissen wir dann die Werthe
annehmen:

4%) =P +3%), v=¢@Q+9) §=¢2+8),

wobei

, D—1»

="

47
dieselbe Grosse ist, die wir frither mit s, bezeichnet haben.
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Fiir die Dichte der freien Elektricitit dagegen miissen wir den
Werth annehmen:
E/
b [" (6-2)

37%) de
fi-s) i3],
+ dy + dx
Die Gleichung 16X verwandelt sich dann in:
dF du’ dv’ dw’
16b) dt  dz  dy  ds’
wobei:
f_ dg, E, . d‘)/ t), - da, a/ _
U=grtee VT ar TR YT G T s *= T

ist. Das Bild stellt dann zunichst die Gleichungen dar, deren
Nummern mit dem Index X versehen wurden. Und da diese
noch immer mit den urspriinglichen Maxwell’schen identisch
sind, so ist es nur ein verindertes Bild, das auch wieder die
urspriinglichen Maxwell’schen Gleichungen darstellt, und wir
befinden uns noch ganz auf dem Boden der Maxwell’schen
Theorie. Es ist zwar das Bild, nicht aber die durch dasselbe
oder durch die Gleichungen dargestellten Erscheinungen vom
Werthe des b abhingig.

Doch filhren diese (leichungen jetzt von selbst auf eine
verallgemeinerte Theorie, welche nur fiir verschwindende 5 mit
der Maxwell’schen identisch wird, fiir andere Werthe des b
aber Erscheinungen darstellt, die vom Werthe des 9 abhiingen.

§ 28. v. Helmholtz’sche Theorie.

In unserem neuen Bilde ist gemiss der in § 25, pag. 122
entwickelten Principien die Aenderung der dielektrischen Polari-
sation einem Strome #quivalent, dessen in der Richtung der
Abscissenaxe geschitzte Dichte gleich & (P,+ X,) ist. Es liegt
nun der Gedanke nahe, wie in 16b, so auch in CZX resp.
93% zum galvanisch geleiteten Strome an Stelle des Gliedes:

DP, D-b

4n + 4n %
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bloss den im Bilde erscheinenden dielektrischen Polarisations-
strom:

D4;b d(Pd-;- X) - 8'(Pt+ xt)
hinzu zu addiren. Die Fernwirkungsgleichungen I und Am
bleiben dann unverindert, jedoch sind U, 7, W an Stelle der
Gleichungen 93 oder 93X jetzt durch Gleichungen von folgender
Form bestimmt:

D-—b (dP dx dy’ g
U=L(P+%)+— (7t—+W)= Lt =

Es ist dann nicht mehr:
d U aw
bz T d Y dx
Es ist daher mit den Gleichungen 4m nicht mehr vertriglich
zu setzen:

96) —dg=27 +"°+dx.

= 0.

Wir wollen ¢ noch immer als das Potential einer Masse de-
finiren, welche den Raum mit der Dichte E’/p erfiillt, d. h.
wir halten das Coulomb’sche Gesetz fir die Wirkung der
Elektricititsmengen auf einander aufrecht. E’ ist aber nicht
mehr durch die Gleichung 37X definirt, sondern bloss durch
die Gleichung 16b). Sein Anfangswerth fiir ¢ = 0 ist willkiir-
lich (gleich der gegebenen schon anfangs vorhandenen freien
Elektricitit), d. h. wir halten daran fest, dass der Gehalt eines
Volumelementes an freier Elektricitéit sich nur dadurch &ndern
kann, dass Elektricitat entweder hinzu- oder hinweggeleitet
oder durch dielektrische Polarisation hinein- oder heraus-
geschoben wird. Man kann a.ber die Gleichung:

aU daw

dx + d Y + ax
wieder herstellen, indem man zu U, 7, # noch die nach den
Coordinaten genommenen Differentialquotienten der Grosse:

qf=fd1['d9+v'de+w' ] Sdz QZE;

mit einem noch zu bestimmenden Faktor multiplizirt, addirt.
Dem Faktor wollen wir die Form geben (1 — £)/2, wobei £
eine vorlsufig willkiirliche Constante ist. §&,#,{ sind hierbei

=0
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die Coordinaten des Volumelementes dz. Es folgt hieraus
leicht:

_olE _ 4, do
aw=2%7 _2p32,

Wir setzen also jetzt in den Gleichungen I” und Adm:

dX 1-kd¥
931 U= L(P+£)+ 4n (dt + dt)+ 2 dx
gy loka¥
2 dz '
Wir erhalten aus diesem Ansatze:
AU , dV | dW _ i¥ _ do
) dx+dy+dx__k7t___kb—a_t

Die so modificirte Maxwell’sche Theorie liefert also die Fern-
wirkungsgleichungen I" und Am, welche noch erginzt werden
durch die Gleichungen 16a und 74f. Darin sind U, 7, # durch
die Gleichungen 93’ gegeben.

Wir wollen nun ganz die von Herrn v. Helmholtz an-
gewandten Buchstaben einfihren, wobei wir nur diejenigen
Buchstaben, die im Vorhergehenden eine andere Bedeutung
hatten, mit einem Striche versehen. Mit einem solchen ver-
sehen wir auch die Nummern der Gleichungen. Wir setzen
daher:

A=1/9,m=1,9=M—-1)/4n, V=G e, p = Fp,v¥="277.
Dadurch nehmen die Ferwirkungsgleichungen die Form an:

r E’__ﬂ_ rsz d;’T d’l
4) s dz 4 +Adt dy +%.
¥ dw v 4w
r) 5= " ag T4 (dz—_dy—)'

Da ¢ das Potential einer mit der Dichte £’/ im Raume ver-
theilten Masse ist, so kann man die Gleichung 16b auch so
schreiben:

, 1 dde _ dE' _ du’ dv’
167) Tb df —  af —dz T dy T
Aus I folgt:
)’, ’L, yl
d dl-=— dl—
o 5) 2(F) 5)
dz T dy T —ax =—dy.
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Ferner liefert die Gleichung 74f:
v ! v’
w %) +"('3 )+"(x?)+4,,(dz'+gu_'+ ) o,

dx dy dx dx dy dx
woraus weiter folgt:
di’

du’ dy’ 1
99) W+a,—"y+W=Gmp.
Indem man die nach z differenzirte zweite der Gleichungen I”
oder 4" von der nach y differenzirten dritten abzieht, erhilt
man wieder die sechs Nahewirkungsgleichungen, welche did

Form haben:

dy dx

D) i%) d(—z_’)=,4(4,,+%)£‘_' dg dy

oy 43 ¥ @ ay
B etz
Aus diesen Gleichungen wiirden die Gleichungen 16" und
74 identisch folgen. Statt der ersteren muss man daher zu
den Gleichungen C’ und D’ die folgende hinzunehmen, welche
sich ergiebt, wenn man die erste der (leichungen A4’ nach =z,
die zweite nach y, die dritte nach z differenzirt und sie dann
addirt:

14 y ¥

100y 4[5 - % d(——,——) d,—8)

00) ("dw )+ "dy + (” +Aq)=A2hb‘f;—t‘f.
Die Grosse v kommt in den Gleichungen nicht weiter vor,
sie kann daher als eine neue durch die Gleichungen 98 oder
99 definirte Grosse betrachtet werden.

Diese Gleichungen sind vollkommen identisch mit den von
Herrn v. Helmholtz entwickelten!), nur dass derselbe die
Elektricitit in dem fiir das ideale Standardmedium geltenden
elektrostatischen Maasse misst, daher b = 1 setzt, wogegen
wir das fiir den realen Standardkorper (Luft) geltende elektro-
statische Maass angewendet haben. Wir liessen daher b will-
kiirlich und setzten:

dx

) v. Helmholtz, Gesammelte Abh. I. Th., S. 621.
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wobei 2D die Dielektricititsconstante gegeniiber dem realen
Standardkérper ist; bei uns ist also H die Dielektricititscon-
stante des idealen Standardkdrpers relativ gegen den realen.
Fir 5 =0 wird die Theorie bei jedem Werthe von %2 und 9
mit der Maxwell’schen identisch, was schon Poincaré be-
merkte. Ist b von Null verschieden, aber 2 = 0, so reducirt
sich die Gleichung 100 auf 96. Es ist also dies der Werth
von k, welcher bewirkt, dass trotz der Verallgemeinerung die
Giltigkeit der letzteren Gleichung und daher, da ¢ immer das
Potential einer Masse von der Dichte Z ist, auch die der
Gleichung 37X nicht aufgehoben wird.

In unserer alten Bezeichnung lauten die v. Helmholtz'-
schen Nahewirkungsgleichungen:

D) Mde dR dQ

D dt dy dz '’
" dg _ dy
¢) V(g -4 =D GT + LP+ D+ 22

Die Gleichung fiir v, némlich:

. da dg dy
Ay = — dz ~ dy  dz’

braucht nicht besonders dazu genommen zu werden, da v in
den @ibrigen Gleichungen nicht vorkommt. Dagegen entfillt ¢
nicht, sobald b von Null verschieden ist. Man muss -daher die
Gleichung 100 hinzun‘ehmen, welche lautet:

apP dQ

dx + dy + dx dt’ :
Es ist dann durch die Anfangswerthe von «, 8,7y, P, @, B
also durch den gesammten Anfangszustand der magnetischen
und dielektrischen Polarisation, der gesammte zeitliche Verlauf
der Erscheinungen noch nicht bestimmt. Daher ist auch der
Schluss nicht mehr verwendbar, dass durch Grésse und Rich-
tung der elektrischen und magnetischen Kraft an einer Stelle
des Raumes die gesammte Wirkung auf ruhende und bewegte
Elektricitit und rubhenden und bewegten Magnetismus daselbst
bestimmt ist, ohne dass es darauf ankommt, ob die elektrische
Kraft z. B. von einer statischen Ladung oder einem verénder-
lichen Strome herriithrt. Vielmehr miissen noch die Anfangs-
werthe von ¢ und do/dt gegeben sein, welche bei verschie-

R o dp=a2hr L
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denem Ursprunge der elektrischen Kraft verschieden sein
konnen. Aus ¢ kann man zundchst die Grosse:
Y E' A(P

47

bestimmen. Die Thatsache, dass ¢ und d q) /dt gegeben sein
muss, liuft also darauf hinaus, dass die gesammte freie Elek-
tricitat und deren Differentialquotient nach der Zeit fiir =0

gegeben sein muls.

Herr v. Helmholtz leitet wieder zunichst die Fern-
wirkungsgleichungen ab, indem er zur Basis seiner Theorie
Principien macht, welche im Wesentlichen mit dem zu Anfang
des vorigen Paragraphen Auseinandergesetzten iibereinstimmen.
Nur setzt er an Stelle des dort mit df bezeichneten Aus-
druckes vielmehr:

1—k

dP = _M%’:_s’ [1 ';' L (ds, ds") + —5— cos(ds, ) cos (ds, (’)] .

Wenn ids =1 gesetzt wird und d's die Abscissenrichtung hat,
so ist die Summe der drei d%B, welche sich auf die drei Strom-
elemente v dz, v'dr, w' dr beziehen, in der That:

dt [, 1-k(, & , d? , d*

Ve [“ T3 (“ dodf T dytgq Tw dzsc)]‘
Es hat also das fiber den ganzen Raum erstreckte Integral
JdPB, durch welches gemiss den jetzigen Annahmen an Stelle
der Gleichung 93 jetzt die Grosse U/¥? definirt werden muss,

den Werth:
dt , 1-%k d¥
fd‘-B=fmT@“ t 3w ds

Dazu kommt noch die Annahme, dass die dielektrischen Polari-
sationsstrome ebenso stark wie die geleiteten wirken. Beziig-
lich der Consequenzen der v. Helmholtz’schen Theorie,
namentlich der nach derselben mdglichen Longitudinalwellen,
muss ich auf das Original verweisen. Nur eine Bemerkung
sei noch beigefiigt. Hat man einen homogenen Korper, wo
¢ und x nicht Funktionen der Coordinaten sind, so kann man
in den Gleichungen C’ und D’ setzen:

t
- ¢ .
y__m, De x¢ Pral )
=t +—3 fe dzat %b
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woraus folgt:

d&" + E _ i— d]‘p _ d;” E”

dt Yy 4n " dxdt = dt xe
Bezeichnet man mit §” und §” analog gebildete Ausdriicke, so
wird ausserdem :

i) ) _bH) ()
& ] € &
dy ~  dxz _ dy dz

Man erhilt also statt der Gleichungen C’ und D’ ganz ana-
loge fiir ¢”, v”, 3", aus denen jedoch ¢ ebenso herausfillt, wie
schon frither  herausfiel. Es sind daher ¢”, y”, 3" die Re-
prasentanten der Transversalschwingungen, deren Verinderung
genau wie nach Maxwell’s Theorie, also unabhingig von den
Longitudinalwellen erfolgt. Doch sind beide Wellengattungen von
gegenseitigem Einflusse auf einander, sobald » und ¢ ver#dnder-
lich sind, daher auch .dort, wo zwei verschiedene Kérper an-
einander grenzen.

Beziiglich der Bezeichnungen bemerke ich noch, dass
Maxwell die bisher gewahrte Symmetrie derselben dadurch
stort, dass er beim Magnetismus ausser den Componenten
der magnetischen Kraft noch die der Magnetisirungsintensitiit:

M-1 M-1 M-1

in 4n ¥ C= in 7
und die der magnetischen Induction ¢ = Me, b= Mg,
¢ = My einfihrt, so dass also a=e+ 424 ist. Bei der
Elektricitat aber fiihrt er bloss die Componenten der dielek-
-trischen Verschiebung f=DP/4n, g=DQ[4n, h=DR|[4n
ein. Die Symmetrie wiirde erfordern, auch hier die Grossen
(D—1)P/4n und D P einzufithren; freilich wiirde sich der
Differentialquotient keiner dieser Grossen nach der Zeit ohne
Faktor zum galvanisch geleiteten Strome addiren. Ich glaubte
im I. Theile dieser Vorlesungen mehr Symmetrie zu erhalten,
indem ich unter u, @, b, ¢ die Maxwell’schen Grossen ver-
stand, dagegen:

4=

¢, B=

¢ =_2 = b _ e
T 4mp’ T dmp’ 7= 4npu

setzte, so dass die von mir dort mit « bezeichnete Grosse
gleich der Maxwell’schen dividirt durch 4x ist. KEs scheint
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jedoch dies auch nicht zweckmissig; man miisste vielmehr,
wenn man die Relation f= D P/4x beibehalten wollte, auch
a = Mea/4n setzen, wobei natirlich das von Maxwell, und
auch hier, nicht aber das im I. Theile dieser Vorlesungen
angewandte ¢ gemeint ist. Dann wiirde also 4ta =« 4+ 47 4.

Vierzehnte Vorlesung.

§29. Ueber die Wanderung wahrer Elektricitat, welche
gich urspriinglich im Innern von Leitern befand, nach
deren Oberfliche und ein Theorem Gauss’.

Da die Maxwell’sche Theorie die elektrischen Erschei-
nungen vielfach von ganz anderen Gesichtspunkten betrachtet
als die alte, so diirfte es zum Verstéindniss beitragen, specielle
einfache Beispiele zu rechnen, welche nicht mit Riicksicht auf
die praktische Verwerthung, sondern lediglich auf die leichte
Durchfithrbarkeit der Rechnung gerade nach Maxwell’s For-
meln gewshlt sind und daher nicht einen wesentlichen Theil
der Maxwell’schen Theorie bilden, sondern bloss zu deren
Veranschaulichung beitragen sollen. Wir kehren dabei wieder
ganz zu den urspriinglichen, in den beiden ersten Vorlesungen
entwickelten Formeln Maxwell’s zurtick, ohne die im vorigen
Paragraph erwihnten Verallgemeinerungen.

Ich habe bisher absichtlich jedes Zuriickgreifen auf die
in der ersten Vorlesung zu Grunde gelegte mechanische An-
schauung vermieden, um zu zeigen, dass sie zur Begriindung
der Gleichungen dienen kann, aber nicht muss, dass vielmehr
die Resultate aus den Gleichungen allein bei beliebiger anderer
mechanischer Grundlage, oder auch ganz ohne solche gewonnen
werden konnen. Jetzt aber will ich auch auf jene mechanische
Veranschaulichung wieder zurtickkommen.

Ich betrachte zunichst folgendes Problem.)) In einem

1) Unter allerdings anderen Anfangsbedingungen wurde dieses Problem
auch von Herrn v. Helmholtz, Ges. Abh. Bd. I, §. 585 behandelt.
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isotropen unendlichen Leiter, in dem nirgends #ussere elektro-
motorische Krifte wirken, sei zu Anfang der Zeit « ==y =0,
und P, @, R seien die partiellen Ableitungen einer Funktion
der Entfernung r des Aufpunktes vom Coordinatenursprung
S @(r)dr. L und D seien ebenfalls Funktionen von r. Da
dann alles um den Coordinatenursprung herum symmetrisch
ist, miissen P, ¢, R auch zu allen Zeiten die partiellen Ab-

leitungen einer Funktion ¢ von r und ¢ bleiben, und es wird:
z dg =440 = _ 249

rdr’ r dr’ r dr °

Die Gleichungen D liefern dann zu allen Zeiten & ==y =0.
und daher liefert die Gleichung C:

_4=Lt
lp(r):f(l)(r)e D dr,
_ 1 [d do 2D dg _ 1 ,2 do
sw__Tn[W('DW) r dr T dr( Doy )
1 _4nL,
= 3 7
= — T dr (r Dde )
Die radiale Geschwindigkeit der neutralen Elektricitat ist:
. ~ o
101) : o=~—L-.

Durch die Kugel vom Radius » geht in der Zeit d¢ die Elek-
tricititsmenge
do
—4ar?l Ir
Der Gehalt an wahrer Elektricitiit zwischen den Kugeln von

den Radien r und r + dr nimmt also wihrend der Zeit d¢ um
4L

imdrde- (L 2"“’) —tndrde (L rzq»e‘T‘)
zu, was in der That gleich
d
tTﬁ(‘inrzdrew)

ist. Die Dichte der freien Elektricitit ist, wenn wir sogleich
b =1 setzen:

2 d [ ,d
(e - - )

dr? r dr dnrd dr dr
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Die Dichte der durch dielektrische Polarisation ausgeschiede-
nen Elektricitit ist:
1 d d
Ep =& — &y = mz; [(.D - l)r’d—(:] .

An Discontinuititsflaichen kann sich Elektricitit von der
Flachendichte

1 _trk, LI W
— ) D,
E, = in D, e o — D D e ],

4l ‘ _ dxL, ')

.1 -
Iﬁf = ?7—'- ((Doe Dy -— q)l ¢ D,

ansammeln, auch wenn urspriinglich die Flichendichte der
wahren oder freien Elektricitit Null war, also D, @, =D, &,
oder @) = @, ist. Diese Elektricitit verschwindet natiirlich
mit der Zeit wiederum. Nur wenn @, = @, = 0 ist, war auf
der Kugelfliche urspriinglich keine Elektricitit, und ist innen
gleich viel positive und negative. Daher hat man auf der Kugel-
fliche nie Elektricitit. Denn innerhalb der Kugel war zu An-
fang die wahre Elektricititsmenge — r® D, @,, die freie
— r?@,. Natiirlich ist stets

dE,

= % — 0 ,

Der fir ¢ gefundene Werth zeigt, dass die dielektrische
Polarisation so gedacht werden kann, dass die Kugelschale
vom Radius » und der Dicke dr innen mit der positiven,
aussen mit der negativen Elektricititsmenge

m=(D—1)r2 2%

bedeckt ist. Dadurch, dass auch die umschliessende Kugel-
schale analog bedeckt ist, wird auf der Aussenfliche der erst-
genannten Kugelschale die Elektricitdtsmenge

dm

<r dr
frei, welche man als die Gesammtmenge der durch die elek-
trische Polarisation ausgeschiedene Elektricitait im Innern
dieser ganzen Kugelschale bezeichnen kann. Dividirt man sie
durch das Volumen der Schale 4w r2dr, so erhdlt man in
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der That den obigen Werth von &,. Das dlelektnsche Moment
der Volumeinheit ist:
_ _ _mdr D—-1dg
t= dnridr 4= dr’

Es ist in der That:

_ D—-1 do
e

Ebenso ist ¢ in der That das elektrostatische Potential aller
freien Elektricitit, namlich:

4ane7fgzdg+f£,gdg]—4n[ fe,r”dr+ efrdr].
r 0 r

Die Anwendung der partiellen Integration auf das letzte In-
tegrale reducirt den ganzen Ausdruck auf

4nLt
f(l)e""l)—dr=(p.

Vorausgesetzt ist dabei, dass die Gesammtmenge der freien
Elektricitdt nicht unendlich ist, dass also fir grosse r der
verinderliche Theil von ¢ mindestens wie a/r abnimmt, weil
sonst das Potential unendlich oder unbestimmt wird. ¢ (o0)
ist eine willkiirliche additive Constante.
Wo sich keine freie Elektricitit befindet, ist

d d

v (r2 %) =0.
Sind dort Z und D constant, so ist dort auch keine wahre
Elektricitit und es sammelt sich auch weder wahre noch freie
Elektricitdt an. Es ist dann dort

a
q)=r—,.

Ist D constant, aber L Funktion von r, so bildet sich dort’
zuerst freie und wahre Elektricitiit, deren Quanta sich immer
wie 1:D verhalten, und die dann wieder verschwinden. Ist
auch 2 Funktion von r, so bleibt dieses constante Verhilt-
niss nicht erhalten; doch steht stets die gesammte freie Elek-
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‘tricitdt zur gesammten wahren innerhalb der Kugel in diesem
Verhiltnisse. Ist Z constant und D Funktion von r und in
einem Momente ¢ = 0, so ist in diesem Momente

ds,
=0
nicht aber verschwindet die Grosse
ds 1 d 4xl -2L,
1 % (e 2T D
dt dar? dr (7‘ b D ¢ )

Es kommt daher erst freie, dann auch wahre Elektricitit hin,
die aber wieder verschwinden. Nur wenn dort & = 0 ist, ist
urspriinglich weder wahre noch freie Elektricitit dort und es
kommt auch nie welche hin, weil innerhalb immer gleich viel
positive als negative ist. Der Ausgleich dieser positiven und
negativen Elektricitit innerhalb ist dann, wie man sieht, ganz
ohne Einfluss auf die Vorgénge ausserhalb.

Nach der mechanischen Hypothese der ersten Vorlesung
sind alle diese Vorstellungen nur Bilder fir die einfache That-
sache, dass iiberall Wirbel rotiren. Die Rotationsgeschwindig-
keit ist in der Entfernung r vom Coordinatenursprung zu An-
fang der Zeit ®(r), die Rotationsaxe hat die Richtung der
Geraden r. Da iiberall P, @, R die Ableitung einer Funktion
nach den Coordinaten sind, so ist die potentielle Energie
V7 gleich Null nach Gleichung B. Es werden daher nirgends
Krifte auftreten, welche die Geschwindigkeit der Wirbel zu
verindern streben, mit Ausnahme der dimpfenden oder Rei-
bungskriifte ZP, L@, LR. Es ist daher:

D dP
4o iy TLP=0.
Alle Rotationsgeschwindigkeiten nehmen also gleichmissig pro-
portional

__47!Lt
e D

ab. Ist fir »rS R
==

-
und Z und D constant, so ist alle freie und wahre Elektricitit
auf den Raum r < R beschriankt. Ist ¢ von Null verschieden,

so stromt in der Zeit d¢ die Elektricitatsmenge
4dnL
—Lae D ‘dt
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ins Unendliche ab. Ist dagegen a = 0, so verschwindet die
Summe aller wahren Elektricitit im Raume zwischen r =0
und r = R. Diese gleicht sich also unter einander aus, ohne
die #ussere Umgebung zu beeinflussen. Ist z. B. @ = & von
r=0bis r=R, ®=0 firr> R, und D und Z im ganzen
Raume constant, so ist die Volumdichte der waaren Elektri-
citit fir 0 <r < R ’

Db

2ar
daher ist die ganze in diesem Raume befindliche wahre Elek-
tricitit — Db R% Auf der Schale vom Radius R aber ist mit
der Flachendichte Db/4x genau die gleiche positive Elektricitits-
" menge aufgehsuft. Hitte & fiir 0 < » < R den gleichen Werth,
dagegen fiir grossere » den Werth & R2/r2, so wiirde die posi-
tive Umbhiillung fehlen, und alle Elektricitit ins Unendliche
abfliessen. Die gleichmissige Dichte

Da

47

der wahren Elektricitit in der Kugel vom Radius B wiirde
man erhalten, wenn

b

ar
b=

fir 0 < r < R wire. Wire dann fiir » > R, @ = 0, so wiire
wieder auf der Oberfliche der Kugel die gleiche und entgegen-
gesetzt bezeichnete Elektricitit wie in deren Innerem angehsuft.
Wire dagegen:
a R?
3,.2 ’
so wiirde diese Umhillung fehlen. Es wire dann zu Anfang
der Zeit, wenn die Constante so bestimmt wird, dass ¢ im
Unendlichen verschwindet, ausserhalb der Kugel
. Ria
=737
und im Innern der Kugel, da an deren Oberfliche ¢ selbst
keinen Sprung machen darf,
‘ ar? a R?
P="% "2
und es ist in der That ¢ das durch D dividirte Potential aller

wahren Elektricitit, oder das Potential der freien Elektricitit.
Boltzmann, Vorlesungen, II. 10

D =
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Wire der leitende Korper eine endliche Kugel vom Radius B
und umgeben von einem Dielektricum, in welchem die ent-
sprechenden Grossen mit dem Index 1 versehen werden sollen,
go wiirden sich nach der mechanischen Vorstellung der ersten
Vorlesung alle Vorgiinge im Leiter genau wie frither abspielen.
Die gesammte in demselben zur Zeit ¢ enthaltene wahre Elek-
tricitit wiire, wenn man Z und D wieder als constant voraus-

setzt,
4dnL

— R*DO(R)e” P '
Die auf der Grenzfliche zwischen Leiter und Dielektricum an-
gesammelte Elektricitit aber wire, da der Werth @, des dg /dr

im Dielektricum constant ist,
4nL

Rz[_ D & (R +De D' (D(R)] :

Die Summe beider ist selbstverstdndlich constant. Sie wire
gleich Null, wenn @, (R) = 0 ist. Wire speciell im Dielektri-
cum nirgends wahre Elektricitit, so miisste

D, (r) = %
sein. Die Constante ¢ miisste den Werth

DR @ (R)

D,

haben, wenn anfangs auf der Oberfliche der Kugel keine Elek-
tricitit ware. Fir a = 0 dagegen wire die Summe des Elek-

tricititsmenge im Innern und an der Oberfliche der leitenden
Kugel gleich Null. Die Exponentielle

ist also in gewisser Hinsicht das Maass der praktisch immer
enormen Greschwindigkeit, mit welcher sich eine urspriinglich
im Innern eines Leiters angehiufte Elektricitit an dessen
Oberfliche begiebt.

Einige allgemeinere Bemerkungen mdgen noch Platz finden.

1. Betrachten wir einen homogenen Leiter, wo Z und M
constant sind, 2 aber verschwindet und keine #usseren elektro-
motorischen Kriifte wirken. Fiir diesen folgt zunichst aus den
drei Gleichungen C:

apP dQ dR
9z Ty t i

=0,
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ferner aus der ersten der Gleichungen C unter Zuziehung
von D:
4nLM dP
Y dt
ebenso fir @ und R. Die elektrischen Krifte pflanzen sich
daher genau so fort, wie nach Fourier’s Theorie die geleitete
Wirme, was bekanntlich schon Maxwell wiederholt aussprach.

2. Wir denken uns wieder einen homogenen, von #usseren
elektromotorischen Kriften freien Leiter &, wo Z, M und D
constant sind, letztere Grisse aber nicht verschwindet. So-
wohl im Innern des Leiters &, als auch an dessen Oberfliche
kann zu Anfang beliebige freie und wahre Elektricitit sitzen.
Die etwa mit Elektricitit geladenen Oberflichenelemente aber
wollen wir wie immer als Volumelemente von endlicher, wenn
auch sehr geringer Dicke betrachten. Ein Volumelement des
Leiters & mit Einschluss seiner Oberflichenelemente soll mit
d tg bezeichnet werden.

Wir construiren ganz mnerhalb des Leiters eine ge-
schlossene Fliche F, deren Oberflichenelemente wir mit do;
bezeichnen. Den davon umschlossenen Raum nennen wir J
und bezeichnen seine Volumelemente mit dz;, In jedem der-
selben kann wahre Elektricitit von der Dichte ¢, sitzen. Die
Summe der wahren Elektricitit im Raume J ist daher:

= 4P,

S; = fﬁwdl’;.
Andererseits ist: :
D de,
o ar T La=0,

wie aus den Gleichungen C folgt; daher hat man:

4L
= — D Gwdt,'.

J

Dies muss a,ber nothwendig gleich der negativ genommenen
und durch d¢ dividirten Menge der wahren Elektricitit sein,
welche wahrend der Zeit d¢ durch die gesammte Fliche #
austritt. Durch jedes Element do derselben tritt nach der
Formel 20 wihrend der Zeit d¢ die Elektricitdtsmenge:

Ldo, dt%‘ﬁ
10*
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aus, wobei die Normale n in das Innere des Raumes J hinein-
zuziehen ist. Wir erhalten somit:

_ D do
f&wdfi— T;fdo, 7’”—.

J F
Ferner ist nach Formel 36.:

1 efdte 1 swdts
$=3) ¢ D I

& &
Man findet somit:

d d 8,d1g 4 d
0‘. *‘ﬁ ¢ =47 &, QT;.
F & J

Es ist dies ein bekannter, zuerst von Gauss aufgestellter und
zum Beweise des Poisson’schen Theorems benutzter Satz der
Potentialtheorie. ) i '

8§ 80. Mechanismus des unendlichen geradlinigen
elektrischen Stromes. Energieumsatz an den Stellen
der Wirksamkeit dusserer elektromotorischer Krifte.

Es sei noch des einfachen Beispiels gedacht, das ich in
den Sitzungsberichten der bayerischen Akademie, Bd. 22, 1892,
berechnete, wo iibrigens sowohl die Theorie als auch die Rech-
nung nicht frei von Fehlern ist. In einem sehr langen cylin-
drischen Drahte vom Radius ¢, dessen Axe die Abscissenaxe
+ ist, fliesse dieser parallel ein stationirer elektrischer Strom.
Dann ist im Innern des Drahtes P constant. Wir wollen P,
gleich a /¥ setzen, so dass P,=a ist. Der Index s driickt
elektrostatisches, der Index m magnetisches Maass aus. @ und
R verschwinden im Innern des Drahtes. Man erfiillt daher alle
Gleichungen, wenn man ausserdem setzt:
2nL,ax

2nL,ay
e

a=07ﬂ= Fig

=2naly,az, y=—

=—2alnay.
Die Stromdichte im elektrostatischen Maasse gemessen
ist aZ,/¥, also in magnetischem @ Z,. Wir wenden im

1) Vgl. Riemann, Schwere, Elektricitit und Magnetismus, 2 Ausg.
S. 41; Poincaré, Electricité et Optique, I. Th., S. 7.



§ 80. Mechanismus des elektrischen Stromes. 149

Folgenden immer magnetisches Maass an und lassen den
Index m weg. Der Draht soll von einem coaxialen, zur Erde
abgeleiteten Metallhohleylinder vom Radius ¢ umgeben sein.
Zwischen beiden soll sich Luft befinden, in welcher Z = 0,
D=0b=1 ist, und fir welche alle iibrigen Gréssen den
Index ! bekommen. Dann ist im Innern des Drahtes:

=~ [Pdz= —axz
Die magnetische Kraft auf einen Magnetpol von der Stirke
Fins ist an einer beliebigen Stelle im Innern des Drahtes:

V62 + 2 —27:Lra.-—

r ist die Entfernung der betreffenden Stelle von der Axe des
Drahtes, ¢ die totale Intensitit des Stromes, welcher den
coaxialen Cylinder vom Radius » durchfliesst.

An der Oberfliche des Drahtes miissen, da die magne-
tische Kraft tangentia: zum Querschnitt ist, ihre Componenten
«, 3, 7 zu beiden Seiten der Oberfliche geméss der Gleichungen a
denselben Werth haben, was wir in folgender Form schreiben
wollen: « = ¢, B=f), y=y, fir r = p. Ebenso erhalt man
P= P, fir r=9. Wegen der vollkommenen Symmetrie um
die Axe muss jedenfalls:

sein. Der Werth dieser Griossen aber hingt von der freien
Elektricitit ab, die sich auf der Drahtoberfiiche ansammelt.
Da die Bewegung aphot ist, miissen ferner P, @, R die
partiellen Ableitungen einer Funktion — ¢ (z,7) nach den Co-
ordinaten sein. Fiir » = o muss:

fir »r = ¢ aber ¢ = 0 sein. Da wir annehmen, dass in der
Luft urspriinglich nirgends wahre Elektricitit vorhanden war,
80 muss iiberall A(p = 0 sein. Daraus folgt:

l -1
¢,=_axl“ +b(lo'—lr) P=al® l:

_ axy arx
Q= - Go—lgrm T 7 r‘ » Bu= T Qo—-lgr T
2na@*Lx 2na?L

=20, ﬂt=——,";—, 7=——:;—y-

~
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Die ebenfalls magnetisch gemessene Dichte der wahren Elek-
tricitit auf der Oberfliche des Drahtes ist mit der freien
Elektricitit identisch und hat (vgl. 15h), da @ und 2 im
Innern des Drahtes verschwinden, den Werth:

azx b
B=— TaWolo—lg T inbg"

Die zwischen den Wirbeln liegenden Friktionsrollchen sind,
wie die fiir «, 8, y gefundenen Werthe zeigen, tangential in
dem Sinne verschoben, in dem man von der positiven z-Richtung
auf kiirzestem Wege zur positiven y-Richtung gelangt, und
zwar um Strecken, die der Entfernung von dessen Axe im
Innern des Drahtes direkt, ausserhalb desselben verkehrt pro-
portional sind. Sie werden daher mit einer der Verschiebungs-
richtung genau entgegengesetzt gerichteten Kraft gegen ihre
Ruhelage gezogen und iiben auf die Wirbel eine gleichgerichtete
Kraft aus, die also ebenfalls zu diesen und zum Cylinder tan-
gential gerichtet ist und im Drahte an der von der Drahtaxe
am meisten entfernten Stelle des Wirbels den griossten Werth
hat. Die Gesammtkraft also, welche alle Friktionsrtllchen
auf einen Wirbel ausiiben, sucht diesen in dem Sinne, in dem
man von der positiven y-Axe auf kiirzestem Wege zur positiven
z-Axe gelangt, zu drehen und deckt den durch die Reibungs-
krifte (ZLP, LQ, LR, Joule’sche Wirme) verursachten Ge-
schwindigkeitsverlust.

Dieser Spannungszustand muss natiirlich durch #ussere
elektromotorische Krifte erhalten werden, die wir uns an
Stellen denken, wo z sehr grosse positive oder negative Werthe
hat. Ausserhalb des Drahtes dagegen ist:

ag _ dy

dx = dy
Die Rotation der Wirbel wird also dort durch die Friktions-
réllchen nicht beeinflusst.

Wie wiirde sich nun die Sache #ndern, wenn die Zusseren
elektromotorischen Krifte nicht in unendliche Entfernung ge-
riickt wiren, sondern wenn z. B. in der Schicht zwischen
z=—c und z= +c, die wir kurz die kritische Schicht
nennen wollen, ¥=27=0 wire, X aber einen constanten
von Null verschiedenen Werth hitte, der natiirlich sehr gross
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sein miisste, wenn ¢ sehr klein wire? Dann wiirden zeitliche
Verinderungen in der Dichte der wahren und freien Elek-
tricitit, daher Schwankungen in der Rotationsgeschwindigkeit
der Wirbel, resp. elektrische Schwingungen auftreten, bis der
elektrische Strom im ganzen Drahte gleich stark und parallel
der Axe geworden wire, also P 4 X fiir die kritische Schicht
denselben Werth hitte, wie P ausserhalb derselben, was wir
in der Form P, + X = P, schreiben wollen. Es miisste daher
P in der kritischen Schicht entgegengesetzt, ausserhalb aber
gleichbezeichnet mit X sein. Vermége der dazwischen befind-
lichen Friktionsrollchen miisste sich P in die Luft hinein con-
tinuirlich fortsetzen, und es miisste daher auch in der Luft
nahe an der Drahtoberfliche in der kritischen Schicht dem X
entgegengesetzt, ausserhalb derselben aber gleichbezeichnet
mit X sein. In grisserer Entfernung finde durch die dort
auftretenden Werthe von @ und R die continuirliche Ver-
mittelung statt.

Es entspricht dies genau dem Verlaufe der elektrischen
Krifte, welche nach der alten Theorie durch die auf der Draht-
oberfliche angehiufte freie Elektricitit erzeugt werden. Da
iiberall P, @, R die Ableitungen einer Funktion nach den Co-
ordinatenaxen sind, so sind «, 3, y nicht Funktionen der Zeit
und daher, wie aus den Gleichungen C und D ersichtlich ist,
nur von dem Werthe abhingig, welchen die Grossen P 4- X,
Q@+ Y, R+ Z innerhalb des Drahtes haben, da ausserhalb
desselben:

I = aP _ dQ _ dR

dt dt dt

ist. P4 Xhat aber innerhalb des Drahtes iiberall denselben Werth
wie frither, als die elektromotorischen Krifte in unendlicher
Entfernung waren. Ebenso @, R, Y und Z, welche simmtlich
verschwinden. Die magnetischen Krifte &, 8, y sind also nicht
von dem Orte der elektromotorischen Krifte abhingig, sie
wirken ebenso wie frither auf die Wirbel in der Luft gar
nicht, auf alle Wirbel im Drahte aber gleichmassig be-
schleunigend in dem Sinne, in welchem man von der posi-
tiven y-Axe auf kiirzestem Wege in die positive z-Axe ge-
langt. Dadurch werden wieder ausserhalb der kritischen Schicht
die Wirbel trotz der Reibungskrifte in gleichférmiger Ro-

=0
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tation erhalten. Innerhalb der kritischen Schicht aber, wo
sie ja entgegengesetzt rotiren, werden sie in ihrer Rotation
aufgehalten,

Nach unserer mechanischen Vorstellung verhilt sich also
die Elektricitit keineswegs wie eine Fliissigkeit, die durch
ihren eigenen Druck im Drahte fortgetrieben wird, womit ja
besonders die Ansammlung auf Flichen bis zur unendlichen
Dichte unvereinbar ist. Sie verhilt sich ja auch nach der
alten Theorie nicht so, da sie nach letzterer nicht durch ihre
inneren Druckkrifte, sondern durch die Fernwirkung der freien
Elektricitit auf der Oberfliche des Drahtes getrieben wird.
Nach unserer mechanischen Vorstellung dagegen wird die trei-
bende Kraft sogar ausschliefslich durch das umgebende Dielek-
tricum vermittelt. Die elektromotorischen Krifte versetzen
zuniichst nur die Wirbel im Innern desjenigen Theiles des
Drahtes, der innerhalb der kritischen Schicht liegt, in Ro-
tation. Durch Vermittelung der Friktionsrollchen werden so-
dann die Wirbel in der Luft an den dem Drahte benach-
barten Stellen, dann auch die in der iibrigen Luftmasse
in Bewegung gesetzt. Diese erst greifen durch die Friktions-
rillchen in diejenigen Wirbel ein, welche sich im Innern
des Drahtes ausserhalb der kritischen Schicht befinden und
versetzen sie in Rotation, treiben daher den elektrischen
Strom. Vermodge des Ineinandergreifens des ganzen Mecha-
nismus kaun der Zustand nur stationir werden, wenn die
negative Rotationsgeschwindigkeit P, innerhalb der kritischen
Schicht zu der positiven P, ausserhalb derselben in einem ganz
bestimmten Verhiltnisse steht. das vom Verhaltnisse der Wider-
stinde e, ausserhalb und e innerhalb der kritischen Schicht
abhiingt. Ist w, gross gegen w, so ist P, klein, daher — P,
wenig kleiner als X: ist dagegen o, klein gegen wuy, so ist P,
wonig kleiner als X, und P; verschwindet fast. Natiirlich gilt
ganz analoges auch. wenn der Draht nicht geradlinig und un-
endlich, sondern irgendwie in sich zuriicklaufend ist.

Witre im ganzen Drahte Xconstant, }'=Z=0 (was fir einen
hrummen Deaht dem Falle entsprechen wiirde, dass iiberall die in
dor Deahtrichtung wirkende fussere elektromotorische Kraft con-
staut ), so wire diberall im Innern des Drahtes P=Q=R=0
und die gossmmte Stromdichte wire dberall L X. Es wiirden

"\
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daher auch in der Luft nirgends Wirbel und daher auch weder
freie noch wahre Elektricitit auftreten. «, B, y dagegen hitten
genau dieselben Werthe wie frither. Die Friktionsrollchen
hatten also dieselben Verschiebungen gegen ihre Ruhelage.
Dies wiirde in der Luft wie frither nirgends Wirbel erzeugen,
im Leiter aber den #usseren elektromotorischen Krifien ent-
gegenwirkend die Wirbelbewegung, welche sonst von diesen
erzeugt wiirde, aufheben.

Ich komme hier noch auf einen wichtigen Punkt zu
sprechen, der bisher unerdrtert blieh. Wenn wir die einfachen
Gleichungen 8 und 9 acceptiren wiirden, so miisste in dem
zuletzt betrachteten Falle keine Joule’sche Wirme entwickelt
werden, und es wiirden die Zusseren elektromotorischen Krafte
auch keine Arbeit leisten. KEs wiirde daher ein elektrischer
Strom mit magnetischer Wirkung ohne Arbeitsleistung und
Wirmeentwickelung bestehen konnen. Ob dieser Fall nicht
vielleicht bei den Molekularstromen, die nach Ampere’s Hy-
pothese den Magnetismus erkliren, realisirt ist, lasse ich dahin-
gestellt. Es miissten dann, wenn der Draht durchschnitten wird,
und die entstehende elektrostatische Ladung den Strom zum
Stillstand gebracht hat, die dusseren elektromotorischen Krifte
arbeiten und Joule’sche Wirme erzeugen, was freilich, wenn
diese ausseren elektromotorischen Krifte selbst in Molekular-
energie (Wiarme) ihren Ursprung hitten, nicht weiter bemerkt
werden konnte, da ja nur Molekularenergie wieder in Mole-
kularenergie umgesetzt wiirde.

Bei den Hydroketten entstehen die #usseren elektromoto-
Krifte jedenfalls durch chemische Bewegungen der Atome,
welche, wenn die Kette offen ist, wenigstens in gewissen
Grenzfillen vollkommen zum Stillstand gelangen, sobald der
elektrische Strom durch die statischen Ladungen zum Ver-
schwinden gebracht worden ist. Dann muss in Abwesenheit
eines elektrischen Stromes, also fiir

Py X=Q+Y=R+Z=0
auch # = 0 sein. Dies erreichen wir am einfachsten, wenn
wir in den Gleichungen E und F setzen:
A=L2PX+X?+2QY+ Y*42RZ+ 73,
so dass diese (leichungen iibergehen in:
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W=L[P+ X)"+(Q+ Y)* + (R + 2)7),
I=LXP+X)+ Y@+ Y)+Z(R+ 7)),
welche Gleichungen in der That gewdhnlich fiir die entwickelte
Wiérme und aufgenommene Arbeit aufgestellt werden.

Es wiirde daraus folgen, dass, wenn die Batterie durch
einen sehr grossen Widerstand geschlossen wire, so dass
P+ X, @4 Y, R+ Z sehr klein wiren, die in der Batterie
entwickelte Warme klein von der Ordnung (P + X)? wire, also
nahezu die gesammte chemische Energie der Batterie im
Schliessungskreise als Wirme oder sichtbare Arbeit zum Vor-
schein kime (Thomson’s Gesetz).

Es hindert uns jedoch nichts, zu 4 noch ein Glied von
der Form

A[X(P+X) + Y@+ Y) + Z(R + £))]
hinzuzufiigen, in welchem Falle dann in der Kette selbst eine
Wirme entwickelt wiirde, die von derselben Gréssenordnung
ist, wie die an dem Schliessungskreis abgegebene Energie. Es
wiirden dann die bekanntlich auch experimentell gefundenen
Abweichungen vom Thomson’schen (Gesetze platzgreifen.

Hort jedoch der Energieumsatz mit erléschendem Strome
nicht auf (Thermoketten, Diffusions-, Diaphragmenstréme), so
hindert uns nichts, dem A4 auch ein Glied von der Form

B(X?% 4+ Y2 4 2%,

oder von einer noch complicirteren beizufiigen. B ist wie frither
4 eine ganz beliebige Constante. Der Umsatz von Arbeit in
Wirme oder von Wirme an einer Stelle in solche an einer
anderen Stelle, welcher noch iibrig bleibt, wenn die Kette
offen ist, gilt dann freilich, da kein sichtbarer Strom, sondern
bloss elektrostatische Ladungen an der Oberfliche vorhanden
sind, nicht als elektrischer Vorgang; doch kann bei unserer
Unbekanntschaft mit dem Wesen der Elektricitit schwerlich
entschieden werden, ob dabei nicht auch die Elektricitit in
Mitleidenschaft gezogen wird.

Der Energiebetrag, welcher von der Batterie wihrend der
Zeit dt auf ein beliebiges Volumelement dz der iibrigen Lei-
tung, wo keine #usseren elektromotorischen Krifte thitig sind,
itbertragen wird, bleibt hiervon natiirlich unberiihrt. Er be-
sitzt vollkommen unabhéngig von dem Werthe des 4 den Werth
dtdt L(P? 4+ Q? + R?).
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